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Capitolo 1Introduzione
1.1 Teorie, simulazioni ed esperimentiIn questo 
orso, parleremo di simulazioni al 
al
olatore di sistemi mole
olari di interessebiologi
o.Il ruolo delle simulazioni nella s
ienza è enormemente 
res
iuto negli ultimi de
enni;può essere per
iò utile dis
uterne innanzitutto motivazioni e 
aratteristi
he.La s
ienza �si
a, per des
rivere i fenomeni, e fare previsioni, tipi
amente pro
ede perteorie. Ad esempio, gli anti
hi sapevano 
he �Il 
ielo delle stelle �sse ruota intorno allastella polare, e il sole durante l'anno si muove su di esso lungo la 
urva dell'e
litti
a�.Enorme impulso ha ri
evuto la s
ienza dall'uso della matemati
a (pensiamo al ruolodi Galileo). Una teoria formulata matemati
amente dà una des
rizione molto pre
isa(e quindi fa
ilmente veri�
abile) dei fenomeni.Sfortunatamente, la maggior parte delle teorie è in grado di des
rivere solo al
uni
asi estremamente sempli
i (ad esempio, un gas perfetto); e quindi, a rigore, sono stateveri�
ate solo per questi. In tutti gli altri 
asi, 
ioè molti di quelli di interesse reale,spesso si arriva solo a s
rivere un'equazione 
he però non si è in grado di risolvereanaliti
amente, 
ioè 
on 
arta e penna.Fino all'avvento del 
al
olatore, l'uni
a risorsa era fare delle approssimazioni in mo-do da avere delle equazioni solubili, e poterne 
onfrontare le previsioni 
on l'esperienza.Ma se i risultati non tornano si pone il problema: è sbagliata la teoria o è sbagliatal'approssimazione?Le simulazioni al 
al
olatore si inseris
ono appunto in questo problema. Esse pos-sono fornire i risultati �esatti� di una teoria (
on la pre
isione voluta), quando questinon possono essere ottenuti analiti
amente. Svolgono quindi una dupli
e funzione:
• da un lato, permettono di veri�
are la teoria su un 
ampo più esteso (
onfrontan-done i risultati 
on l'esperienza)
• dall'altro, permettono di veri�
are la validità di eventuali formulazioni approssi-mate rispetto alla teoria generale da 
ui esse derivano.4



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 5Questo assume parti
olare rilevanza nel 
ampo 
he 
ostituis
e l'argomento di questo
orso. La �si
a 
i di
e 
he è possibile des
rivere il 
omportamento di un sistema mole-
olare di dimensioni umane (�ma
ros
opi
he�) appli
ando la me

ani
a 
lassi
a al livellomole
olare (�mi
ros
opi
o�), se è noto il potenziale a 
ui sono sottoposte le mole
ole (ele 
ondizioni al 
ontorno). Questo in linea di prin
ipio. In prati
a, an
he disponendo diuna forma analiti
a del potenziale, non è possibile ri
avare delle espressioni analiti
heper le osservabili ma
ros
opi
he se non in 
asi molto parti
olari; oppure ri
orrendo adapprossimazioni. Una simulazione 
lassi
a 
i permette di ottenere i risultati esatti perquel modello di potenziale e quindi, attraverso il 
onfronto 
on i dati sperimentali, diveri�
are se il modello è adeguato. Contemporaneamente, la simulazione 
ostituis
el� 'esperimento� perfetto relativo al modello, sul quale può essere misurata la validità diuna teoria approssimata.In letteratura si trovano arti
oli relativi a �
omputer experiments� eseguiti sul �Lennard-Jonesium�, o �uido di Lennard-Jones, un sistema modello 
ostituito da mole
ole mo-noatomi
he interagenti attraverso un potenziale di Lennard-Jones. Di fatto il �uido diLennard-Jones è nella s
ienza moderna 
iò 
he il punto materiale è nella �si
a 
lassi
a:un'astrazione della quale possiamo 
onos
ere il 
omportamento 
on la pre
isione voluta;il 
omputer è l'equivalente dell'analisi matemati
a e degli eser
izi 
on 
arta e penna.
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1.2 Mi
ros
opi
o e ma
ros
opi
oOltre ad essere uno strumento per analizzare di�erenti aspetti della teoria - modelli eapprossimazioni analiti
he - le simulazioni permettono di 
ollegare osservabili ma
ros
o-pi
he 
on il 
omportamento dei sistemi a livello mi
ros
opi
o. Per esempio, è possibilevedere 
ome una vibrazione reti
olare in un 
ristallo si s
ompone se
ondo le traslazionie le rotazioni mole
olari.Al limite, una simulazione 
onsente di �osservare� proprietà 
he non sono (an
ora)a

essibili sperimentalmente. Esempio: la funzione di distribuzione radiale gAB (r) pertutte le 
oppie A, B di spe
ie atomi
he in un liquido di mole
ole poliatomi
he (nonsempre è possibile misurarle separatamente).In generale, se un modello dà risultati 
orretti su un 
erto numero di proprietàosservabili indipendenti, è ragionevole assumere 
he fa

ia previsioni 
orrette an
he suproprietà non osservabili.Un 
aso tipi
o di 
omplementarità tra visione mi
ros
opi
a e ma
ros
opi
a è 
osti-



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 7tuito dai sistemi all'equilibrio. Mentre è abbastanza 
hiaro quali sono le 
aratteristi
hedi un sistema all'equilibrio da un punto di vista ma
ros
opi
o, non è immediato de�nirel'equilibrio mi
ros
opi
amente: 
erto le mole
ole non sono 
ongelate in un parti
olarestato (di posizione o velo
ità), né il sistema è des
rivibile 
on un uni
o mi
rostato.Vedremo presto 
he se lo stato del sistema non è stazionario, lo è la sua des
rizionestatisti
a.La statisti
a è quindi lo strumento prin
ipale di 
ollegamento tra mi
ros
opi
o ema
ros
opi
o per sistemi non ordinati, 
ome i gas o i liquidi. All'altro estremo, peresempio quello dei 
ristalli, il 
ollegamento è dato dall'ordine e dalla simmetria, grazieai quali il numero di variabili per la 
aratterizzazione del sistema si ridu
e enormemente.1.3 Simulazioni �
lassi
he�: il ruolo del potenziale.Altri 
ampi della 
himi
a 
omputazionale.Come già a

ennato, la simulazione di 
ui parliamo in questo 
orso è quella in 
ui ladinami
a (interna e esterna) delle mole
ole è des
ritta in modo 
lassi
o, newtoniano.L'elemento 
entrale di questa visione è il potenziale di interazione. Nel nostro 
asouseremo potenziali �empiri
i�, 
ioè basati su espressioni analiti
he sempli
i 
ontenentiparametri ottimizzati per 
onfronto 
on esperimenti, teoria, o 
on metodi di 
al
olo piùra�nati.Es: il potenziale di Lennard-Jones.Per quanto il potenziale svolga il ruolo di �anima� di una simulazione, non si deveessere indotti a pensare 
he qualunque risultato sia in�uenzato in maniera determinantedalla forma analiti
a esatta del potenziale stesso. Per molti aspetti è più determinanteil modello di potenziale (quali interazioni si inseris
ono -solo intermole
olari, an
heintramole
olari, elettrostati
he o no, et
- e 
ome le si rappresentano) 
he le funzioniusate o i parametri, ammesso 
he queste siano state ottimizzate. Esistono, e sonofa
ilmente reperibili, dei modelli 
ompleti di funzioni di potenziale per le mole
ole
onos
iute, ottimizzati su una serie di pro
prietà:
• AMBER
• CHARMM
• GROMOS
• OPLS
• . . .Nella prati
a della ri
er
a, essi risultano spesso equivalenti tra loro.Ci sono naturalmente altri 
ampi della 
osiddetta Chimi
a Computazionale 
he�simulano� aspetti diversi dei sistemi di interesse 
himi
o, nel senso di fornire risposte



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 8a problemi privi di soluzioni analiti
he. Tra questi non si possono non ri
ordare tutti imetodi di Me

ani
a Quantisti
a Computazionale
• ab initio
• semi-empiri
a
• density fun
tional theory (DFT)Esistono poi metodi di
• Dinami
aMole
olare �quantisti
a� (ab-initio, Semi -Empiri
a, Car-Parrinello (DFT))È 
ome quella empiri
a; il moto dei nu
lei è 
lassi
o. Solo, il potenziale è 
al
olato
on metodi quantisti
i.Al
uni di questi sono argomento di altri 
orsi.Nel termine di Chimi
a Computazionale a volte si ri
ondu
e, in maniera generale,tutte le te
ni
he e le dis
ipline 
he riguardano l'uso del 
al
olatore nella ri
er
a 
himi
a.Ri
ordiamo[Tsai(2002)℄:
• Ri
er
a e generazione di struttureUso di DB (Cambridge, PDB); uso di s/w per la generazione di strutture (par-zialmente) s
onos
iute
• Visualizzazione mole
olareUso di s/w. Noi usiamo vmd 
he è adatto an
he per fare pi

oli 
al
oli (RMS) evisualizzazione di traiettorie
• Cal
olo e minimizzazione di energia in sistemi mole
olariGeneralmente va sotto il nome di Me

ani
a Mole
olare. A di�erenza della Di-nami
a Mole
olare, non si risolvono le equazioni del moto ma sempli
emente sistudia la super�
ie di energia potenziale (di una singola mole
ola) per evidenziarestrutture preferenziali
• Cal
olo di proprietà mole
olari
• Sovrapposizione di struttureNel 
al
olare attività e proprietà di mole
ole spesso si 
ompiono 
onfronti lungouna serie omologa (tipi
amente di proteine), 
er
ando di identi�
are regioni disimilarità; per fare questo o

orrono metodi per allineare e sovrapporre le mole
ole
• Do
kingStudio spe
i�
o dell'interazione tra legante (farma
o) e re
ettore



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 91.4 Limiti dimensionali delle simulazioniUn sistema ma
ros
opi
o ha dimensioni enormi per un 
al
olatore:Numero di atomi N N ∼ 1023Variabili dinami
he (
oordinate e momenti) per atomo 6Byte per variabile 8Memoria per stato del sistema 6 · 8 ·N ∼ 1025 = 1016GBQuesto 
i di
e 
he innanzitutto è ne
essario limitarsi a 
ampioni di dimensioni ri-dotte. Tipi
amente si simulano 
ampioni in 
ui il numero degli atomi è dell'ordine diqual
he migliaio. In questo 
aso la memoria ne
essaria è dell'ordine di 1MB.Per un sistema allo stato 
ondensato, le dimensioni del 
ampione diventano dell'or-dine dei nm (o delle de
ine di ). Naturalmente questa drasti
a riduzione 
omporta unaperdita di informazione rispetto al sistema ma
ros
opi
o. Tuttavia questa limitazionenon è rovinosa, e per tanti aspetti un 
ampione di questa grandezza è spesso adeguato.Potete immaginare per
hé?Come abbiamo già detto, l'elemento 
entrale della trattazione 
lassi
a è il potenziale.Da esso dipende il diverso 
omportamento dei sistemi (altrimenti tutti si 
omportereb-bero 
ome gas perfetti). Il potenziale in�uenza sia la struttura del sistema (densità,distanze interatomi
he di equilibrio, . . . ) 
he la sua dinami
a (ad ed. vis
osità, fre-quenze di vibrazione, . . . ). Ora, i potenziali in gio
o hanno raggio di azione limitato.Ed il raggio di azione non ha 
erto dimensioni ma
ros
opi
he. Questo è il motivo per
ui 1ml di a
qua ha le stesse proprietà 
himi
o-�si
he di un metro 
ubo. Le interazionimole
olari, in un sistema non ioni
o, hanno raggio d'azione appunto dell'ordine dei 10;quindi un 
ampione delle dimensioni 
itate è in molti 
asi adeguato.Rimangono 
omunque delle proprietà legate alla dimensione, per esempio quelle 
heriguardano la super�
ie esterna del 
ampione. Le forze 
he agis
ono sulle mole
olevi
ine al bordo non sono bilan
iate da tutti i lati 
ome quelle del 
entro del 
ontenitore.A questa limitazione si può ovviare introdu
endo delle 
ondizioni al 
ontorno pe-riodi
he (Periodi
 Boundary Conditions, PBC ). Si immagina 
he il sistema simulato,
ontenuto ad esempio in un 
ubo, sia 
ir
ondato nelle tre dimensioni da altri 
ubi ugualia sé, esattamente 
ome le 
elle di un 
ristallo. Le mole
ole sul bordo destro del 
onte-nitore hanno alla loro destra 
opie esatte delle mole
ole al bordo sinistro, nella prima
ella di destra. Questo s
hema non 
omporta nessun 
al
olo ulteriore rispetto al 
al
olodel 
ontenitore isolato.Abbiamo �n qui 
onsiderato le risorse di memoria ne
essarie per des
rivere un sin-golo mi
rostato del sistema. Ma un singolo mi
rostato, magari 
on tutte le mole
ole sulfondo del 
ontenitore a velo
ità zero, non può essere rappresentativo del sistema reale,
he inve
e ne possiede, an
ora una volta, un numero altissimo. Possiamo immaginarequanti?Ammettendo 
he 
ias
un atomo possieda S stati possibili, il numero 
omplessivo distati di un insieme di N atomi è
(N + S − 1)!

N ! (S − 1)!
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Figura 1.1: Periodi
 Boundary Conditions (da [Allen and Tildesley(1987)℄)
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he spaventa!Ovviamente dovremo studiare un 
ampione statisti
o del sistema. Come s
eglierlo?Ci sono due modi prin
ipali:
• si 
ampiona lo spazio delle fasi 
on i pesi opportuni (metodi MonteCarlo o MC)
• si studia l'evoluzione nel tempo di una 
opia parti
olare del sistema (metodi diDinami
a Mole
olare o MD)Nel limite dell'ipotesi ergodi
a (sulla quale torneremo più avanti) i due metodi 
oin
i-dono: se il tempo è abbastanza lungo, la traiettoria 
ampiona 
orrettamente lo spaziodelle fasi.Esiste 
omunque una di�erenza sostanziale tra i due appro

i: solo MD può fornireinformazioni su proprietà dipendenti dal tempo.
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rizione essenziale di MC e MD

Figura 1.2: S
hema di una simulazione MonteCarlo
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Figura 1.3: S
hema di una simulazione di Dinami
a Mole
olare



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 141.6 Tipi di simulazioni e dimensioni a

essibili

• s
ale di tempi in natura
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Capitolo 2Ri
hiami di termodinami
a
2.1 Formulazione assiomati
a della termodinami
aLa termodinami
a studia le trasformazioni nei sistemi ma
ros
opi
i. Stori
amente èstata derivata a partire da al
une osservazioni fondamentali sulle ma

hine termi
he, edal punto di vista didatti
o viene spesso riproposta sotto questa angolatura. È possi-bile d'altra parte 
ostruire una teoria della termodinami
a totalmente formale, basatasu po
hi postulati da 
ui si fanno dis
endere i prin
ipi e le leggi, analogamente allame

ani
a. Cfr. [Callen(1985), Chandler(1987), Jongs
haap and Öttinger(2001)℄.Notare 
he questo lo si fa sempre 
onservando il punto di vista ma
ros
opi
o, 
ioèsenza assumere nulla sulla 
omposizione mi
ros
opi
a dei nostri sistemi: 
iò a di�e-renza della me

ani
a statisti
a, in 
ui si parte dal fatto 
he il sistema ma
ros
opi
o è
omposto di mole
ole 
he obbedis
ono alla me

ani
a.Proveremo a seguire questa via 
he si presta parti
olarmente a un 
ollegamento dellavisione ma
ros
opi
a 
on quella mi
ros
opi
a.2.2 Primo Prin
ipioIl Primo Prin
ipio di
e in sostanza 
hel'energia totale di un sistema si 
onserva.In parti
olare se il sistema è isolato, la sua energia rimane 
ostante.Se inve
e esso può ri
evere energia dall'esterno, la sua energia aumenta esattamentedi questa quantità.Ci sono due modi di trasferire energia dall'esterno al sistema:
• fare lavoro sul sistema
• fornire 
alore al sistemaIn sostanza 16



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 17
dE = d̄Q +d̄W (2.1)Notare 
he d̄Q e d̄W sono sono solo forme di trasferimento di energia. Sono quantitàin�nitesime, ma non sono di�erenziali di ipoteti
he funzioni Q e W ; mentre E è unaquantità ben de�nita, Q e W non esistono: una volta 
he ho trasferito una 
erta quantitàdi energia 
ome 
alore o lavoro, essa diventa indistinguibile da energia 
he potrei averetrasferito in altro modo o da quella 
he già 
'era.L'equazione (2.1) può essere 
onsiderata 
ome una de�nizione di 
alore: la di�erenzatra la variazione di energia del sistema e il lavoro me

ani
o 
ompiuto su di esso.La forma più generale del lavoro di�erenziale fatto sul sistema è, in forma vettoriale,

d̄W = f · dXdove f è una generi
a �forza� appli
ata al sistema e X una variabile me

ani
a estensiva.L'esempio più 
lassi
o è
d̄W = −pedV
on pe pressione esterna (notare il segno). Notare an
he 
he quest'ultima formula,nonostante l'apparenza, non quali�
a d̄W 
ome un di�erenziale esatto: infatti pe, lapressione esterna, non è una variabile di stato del sistema (si pensi all'espansione libera,in 
ui pe = 0).2.3 Equilibrio[Chandler(1987)℄ Si vede (sperimentalmente) 
he molti sistemi evolvono naturalmenteverso uno stato 
he può essere 
aratterizzato da po
he variabili. Questo stato è dettostato di equilibrio. In parti
olare da un punto di vista ma
ros
opi
o:Un sistema all'equilibrio è 
ompletamente determinato dalle (po
he) variabili estensive

E e X.Ad esempio
E, V, n1, n2, . . .(
on n1, n2, . . . = numero di moli dei 
omponenti 1, 2, . . .).Le variabili E, V, . . . sono le variabili di stato.Notare 
he quello appena esposto svolge il ruolo di una de�nizione, o 
ome si è dettoall'inizio, di un postulato.

• equilibrio dal punto di vista mi
ros
opi
o: le variabili me

ani
he (
oordinate emomenti mole
olari) ovviamente variano liberamente; esiste un numero enormedi mi
rostati 
ompatibili 
on quello stato ma
ros
opi
o, ma esiste una grandezza
aratteristi
a dello stato, la densità di mi
rostati ρ(Γ)
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he è stabile nel tempo� dalla quale dipendono le grandezze ma
ros
opi
he, 
ome medieCome evolve un sistema verso uno stato di equilibrio? Se ho uno stato di equilibrio Apreparato 
ontrollando il valore delle variabili di stato (es V ), poi modi�
o queste va-riabili (dunque 
reando inizialmente uno stato di non-equilibrio nelle nuove 
ondizioni),
ome sarà lo stato di equilibrio B 
he si otterrà alla �ne?Questa è in sostanza la domanda fondamentale della termodinami
a.Da un punto di vista mi
ros
opi
o posso studiare (statisti
amente) 
ome i nuovivin
oli modi�
ano la me

ani
a delle mole
ole.Ma
ros
opi
amente fa

io ri
orso a un prin
ipio 
he si basa su una grandezza 
hesvolge il ruolo del potenziale, e mi indi
a la possibile direzione del 
ambiamento: ilSe
ondo Prin
ipio.2.4 Se
ondo Prin
ipioIl Se
ondo Prin
ipio delle termodinami
a può essere formulato in tanti modi. Quellopiù generale fa ri
orso all'entropia. L'idea fondamentale è 
he un sistema isolato evolveverso stati di �minore determinatezza�.Esempio: un gas 
on�nato in una metà di un 
ontenitore tramite un setto 
onrubinetto; se apro il rubinetto, il gas va a o

upare tutto il 
ontenitore.Da un punto di vista mi
ros
opi
o, il Se
ondo Prin
ipio è fa
ilmente 
omprensibilee formulabile: un sistema isolato evolve verso stati �più probabili�, ovvero stati a 
ui
orrisponde un maggior numero di mi
rostati.Ma
ros
opi
amente si ri
orre an
he qui ad una sorta di postulato.�Esiste una funzione di stato estensiva, S(E,X), funzione monotona 
res
ente di E,tale 
he se lo stato B è a

essibile adiabati
amente dallo stato A, allora SB > SA�In breve si può s
rivere:
(∆S)adiab

> 0 (2.2)Notare 
he:
• se la trasformazione è reversibile, 
ioè an
he A è a

essibile da B, deve essere

∆S = 0

• le trasformazioni reversibili si svolgono tutte tra stati di equilibrio: sono 
urve
ontinue sul piano E,X1.1le trasformazioni 
he si svolgono tutte tra stati di equilibrio (e quindi sono rappresentate da 
urve
ontinue), ma a ∆S 6= 0, sono propriamente dette quasistati
he.



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 19L'equazione
S = S (E,X)è quella 
he lega tra loro tutte le variabili di stato del sistema ed è detta spesso equazionefondamentale del sistema (
fr. [Callen(1985)℄ ; altri la 
hiamano equazione di stato).È ovvio 
he l'equazione fondamentale può essere s
ritta in funzione di una qualunquedelle variabili. Molto utile è s
riverla 
ome
E = E (S,X)2.4.1 equazione fondamentale in forma di�erenzialeGeneralmente si 
hiama equazione fondamentale un'equazione in forma di�erenziale 
he
ombina il se
ondo prin
ipio 
ol primo, e 
ontiene la de�nizione di importanti grandezze:la temperatura e la pressione del sistema.Proviamo a derivare l'equazione di stato per S (E,X). Per sempli
ità, in quantosegue 
onsideriamo X = V ; f = −pe.Consideriamo una variazione in�nitesima di S:

dS =

(

∂S

∂E

)

V

dE +

(

∂S

∂V

)

E

dV

• poniamo per de�nizione
(

∂S

∂E

)

V

≡ 1

T
> 0 (2.3)(an
he questo è un postulato; si può vedere 
he questa de�nizione è in a

ordo
on la nozione sperimentale di temperatura)

• se il pro
esso è adiabati
o
dE = −pedVe quindi

dS =
1

T
(−pedV ) +

(

∂S

∂V

)

E

dV

• se è an
he reversibile
dS = 0

pe = p(infatti pe in questo 
aso eguaglia in ogni istante quella del sistema; è una proprietàdel sistema. Possiamo 
omunque prendere questo 
ome de�nizione di p). Quindi
0 =

1

T
(−pdV ) +

(

∂S

∂V

)

E

dV



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 20L'ultima equazione 
i permette di 
onos
ere l'altra derivata presente nell'equazio-ne di�erenziale di S:
(

∂S

∂V

)

E

=
p

Te l'equazione diventa
dS =

1

T
dE +

p

T
dV

• N.B. 
he dato 
he S, E, V sono funzioni di stato, quest'ultima equazione valean
he per trasformazioni non reversibili e non adiabati
he. È generale.Si può an
he s
riverla 
ome
dE = TdS − pdV (2.4)Questa equazione -a 
ui siamo arrivati utilizzando sia il primo 
he il se
ondo prin
ipio- è
onsiderata l'equazione fondamentale delle termodinami
a. È un'equazione di�erenzialealle derivate parziali la 
ui risoluzione fornis
e l'equazione di stato. In prati
a, se
onos
o T (E, V ) e p (E, V ) posso 
onos
ere S = S (E, V )2.Dato 
he −pdV = d̄W rev, dal 
onfronto di questa 
on il primo prin
ipio si ri
ava
TdS = d̄Qrev
he è una familiare de�nizione di entropia, 
ollegata a grandezze osservate.L'equazione fondamentale (2.4) ha un sempli
e signi�
ato �si
o. La si può s
rivere
ome

dE − (−pdV ) = TdSdove (−pdV ) è il lavoro reversibile. In una trasformazione adiabati
a, TdS ≥ 0:
dE − (−pdV ) = TdS ≥ 0Dunque il termine entropi
o, sempre positivo, è la di�erenza tra la variazionedi energia del sistema, 
ioè il lavoro fatto sul sistema, in 
ondizioni adiaba-ti
he (dE), e il lavoro fatto per ottenere la stessa trasformazione me

ani
ain 
ondizioni adiabati
he e reversibili (−pdV ). È un lavoro �spre
ato�, 
ioè lavoroin più 
he si fornis
e o in meno 
he si ri
ava.2vedi [Callen(1985)℄, Se
. 3.3 �Summary of formal stru
ture� per una dis
ussione più approfondita



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 21La forma più generale dell'equazione fondamentale in funzione di E è
dE = TdS + f ·dX (2.5)e il lavoro reversibile è

d̄W rev = (f ·dX)rev = −p · dV +
∑

i

µidnidove
µi =

(

∂E

∂ni

)

S,V,nj 6=iè, per de�nizione, il potenziale 
himi
o della spe
ie 
himi
a i.2.4.2 approfondimenti: rappresentazione gra�
a dello stato ter-modinami
oDato 
he il sistema all'equilibrio è 
ompletamente determinato dalle variabili E e X, ilsuo stato termodinami
o è rappresentabile sul piano {E,X} (ad esempio, senza perditadi generalità, {E, V }).
• I punti sul piano sono punti di equilibrio.Un sistema non in equilibrio può essere pensato 
ome �fuori� dal piano. Adesempio: un gas in 
ui la materia o l'energia sono 
on
entrati preferenzialmentein una regione del 
ontenitore, 
on lo stesso valore di E e di V ; lo si può pensare
ome un punto su una retta perpendi
olare al piano in (E, V ). Un sistema 
omequesto, isolato, evolve spontaneamente verso l'equilibrio: �
ade� sul piano.Al
uni stati di nonequilibrio possono essere pensati 
ome stati di equilibrio delsistema in 
ui è spe
i�
ata un'ulteriore variabile (detta generalmente vin
olo in-terno), a parità di E e di V . Possono essere realizzati sperimentalmente, adesempio, introdu
endo un separatore nel mezzo del 
ontenitore ed eventualmentespostandolo a destra o a sinistra (vedi �gura 2.1). La posizione del separatore(ad es z) è la variabile di stato aggiuntiva ed esisterà un valore dell'entropia perogni valore di z; S = S (E, V ; z). Se rimuovo il vin
olo in 
ondizioni adiabati
heil sistema �ritorna� sul piano e 
iò 
omporta 
he S (E, V ; z) < S (E, V ). Vedere[Chandler(1987)℄ per una dis
ussione più approfondita.� Dal punto di vista mi
ros
opi
o un vin
olo interno 
orrisponde a una restri-zione sui possibili mi
rostati del sistema (ad es: tutte le mole
ole nella metàdestra del 
ontenitore). I mi
rostati di equilibrio sono tutti quelli a (E, V );quelli fuori equilibrio sono un sottoinsieme.
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Figura 2.1: Rappresentazione di un vin
olo interno (da [Chandler(1987)℄)

• Proviamo a rappresentare il 
ontenuto del Se
ondo Prin
ipio sul piano (E, V ).Una trasformazione del sistema 
orrisponde a spostarlo dal punto iniziale (Ei, Vi)al punto �nale (Ef , Vf).Questo spostamento avverrà in generale in modo dis
ontinuo, �fuori del piano�,per
hé passerà attraverso punti intermedi di non-equilibrio. Ad esempio, in un'e-spansione libera (adiabati
a): E, Vi → E, Vf ; istantaneamente (all'aprire delrubinetto) si ha Vi → Vf . Ma a t = 0 il sistema non è in equilibrio: E = Ef ,
V = Vf , ma S < Sf ; è fuori del piano.A meno 
he la trasformazione sia reversibile. In quel 
aso la trasformazione è una
urva 
ontinua sul piano.
• Una trasformazione reversibile e adiabati
a è rappresentata da una 
urva 
he
onnette il punto iniziale 
on tutti i punti 
he hanno S = S (Ei, Vi).Per questa 
urva, dS = 0. È una 
urva di livello di S.
• Questa 
urva divide il piano in due regioni. Quella superiore e a destra è 
ostituitada punti a

essibili adiabati
amente (infatti su una retta verti
ale, dove E > Eie V = Vi, sarà S > Si , per
hé S è funzione 
res
ente di E; inoltre an
he
(

∂S
∂V

)

E
= p

T
> 0, per
iò su una retta parallela all'asse V i punti a destra hanno

S maggiore). Quella inferiore e a sinistra è 
ostituita da punti non a

essibiliadiabati
amente.
• Il signi�
ato �si
o dell'equazione fondamentale per un sistema isolato (adiabati
o)può essere illustrato 
osì (vedi Figure 2.2 on page 24). In 
ondizioni adiabati
he,

dS ≥ 0dunque an
he TdS ≥ 0, e utilizzando la 2.4
dE ≥ −pdV

∫

dE ≥ −
∫

pdV

−
∫

pedV ≥ −
∫

pdV



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 23Cioè: in un sistema isolato, la variazione di E, 
he è uguale al lavoro fatto sulsistema, è sempre maggiore o uguale al lavoro reversibile:
(∆E)adiab ≥ ∆W rev� Se ∆W rev > 0 (ad esempio, nella 
ompressione adiabati
a di un gas, d̄W rev =

−pdV 
on dV < 0: 
urva A-B della �gura), l'energia 
he devo fornire alsistema per 
ompiere la trasformazione non può essere minore dellavoro reversibile 
ompiuto sul sistema; per avere la 
ompressione deveessere in ogni punto pe ≥ p e quindi ∆E =
∫

−pedV ≥
∫

−pdV = ∆W rev.I due termini 
he 
ompongono ∆E, ∫ −pdV e ∫ TdS, 
orrispondono aidue tratti della stessa trasformazione fatta in modo reversibile andandoadiabati
amente da A a B′(in questo tratto, infatti, dS = 0, e quindi
∆EA→B′ =

∫ B′

A
−pdV ), e non-adiabati
amente, a ∆V = 0, sulla 
urva B′−B:

∆E = ∆EA→B′ + ∆EB′→B

=

∫ B′

A

(TdS − pdV ) +

∫ B

B′

(TdS − pdV )

=

∫ B′

A

−pdV +

∫ B

B′

TdS� Se ∆W rev ≤ 0 (ad esempio, in un'espansione; 
urva A-C della �gura), illavoro 
ompiuto sul sistema è ≤ 0 (il sistema fornis
e lavoro); il lavo-ro ri
avato −∆E non può essere maggiore del lavoro reversibile
−∆W rev =

∫

pdV ; per avere l'espansione deve essere in ogni punto pe ≤ p equindi −∆E =
∫

pedV ≤
∫

pdV = −∆W rev, ovvero ∆E ≥ ∆W rev

• Si può vedere an
he 
he� ogni punto a S ′ > S (E, V ) può essere raggiunto 
on1. un'espansione o 
ompressione lungo una 
urva adiabati
a-reversibile a
∆S = 02. un'espansione libera adiabati
a a ∆S > 0, ∆E = 0� ogni punto a S ′ < S (E, V ), sotto l'adiabati
a, non può essere raggiuntoadiabati
amente per
hé E non può aumentare di meno, o diminuire di più,del lavoro reversibile 
ompiuto dal sistema (
he è il ∆E asso
iato al per
orsodell'adiabati
a), a meno 
he non si rimuova 
alore.2.5 Trasformate di Legendre e altri potenziali termo-dinami
iL'equazione fondamentale nella forma E = E(S,X) o in quella di�erenziale (2.4) so-no importanti da un punto di vista teori
o ma po
o utili prati
amente. La ragione è
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TdS∫

−pdV∫

TdS∫

−pdV∫

dE∫

−p dVe∫

−p dVe∫

E

V

B

dS=0

A

B’

C’

C

Figura 2.2: Illustrazione dell'equazione ∫ dE =
∫

TdS −
∫

pdV in due trasformazioniadiabati
he: A−B, A−C: irreversibili; A−B′, A−C ′: reversibili. Le trasformazioni
B′ − B, C ′ − C, a ∆V = 0, possono essere fatte non-adiabati
amente: se reversibili, il
alore assorbito è ∫ TdS.
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he in esse 
ompare una variabile di�
ilmente misurabile, S. Altre variabili, di mag-giore signi�
ato �si
o, 
ome T o p, vi appaiono 
ome derivate delle variabili di stato;prendiamo ad esempio il 
aso più generale in 
ui X ≡ V, N :
E = E (S, V, N) (2.6)

dE = TdS − pdV + µdN (2.7)Questa equazione des
rive (S, V, N) 
ome le variabili naturali di E, e (T, p, µ) 
ome lerelative variabili 
oniugate:
T =

(

∂E

∂S

)

N,V

p = −
(

∂E

∂V

)

N,S

µ =

(

∂E

∂N

)

S,VNaturalmente, se è de�nita l'equazione di stato (2.6) sono de�nite an
he tutte le derivatedi E, 
ioè le grandezze 
oniugate.Sarebbe auspi
abile però potere s
rivere equazioni di stato in 
ui le variabili di statosono quelle grandezze 
he si ries
ono a 
ontrollare sperimentalmente, e le altre, 
ome
S, sono le grandezze 
oniugate.Lo si può fare usando delle relazioni matemati
he dette trasformazioni di Legendre.Se abbiamo la funzione f funzione naturale (espli
ita) di x, . . . , xn

f = f(x1, . . . , xn)allora il suo di�erenziale totale è
df =

∑

uidxi
on
ui =

(

∂f

∂xi

)

xj 6=idetta variabile 
oniugata della xi.Per passare da f a una funzione 
he sia funzione naturale di u1, x2, . . . inve
e 
he
x1, x2, . . . de�niamo

g = f − u1x1allora
dg = df − u1dx1 − x1du1 = −x1du1 +

∑

i=2

uidxiCioè, g = g (u1, x2, . . . , xn) è ora funzione naturale di u1 e non di x1
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hema possiamo de�nire delle trasformate di Legendre dell'energia
he siano funzioni naturali delle variabili 
he 
i interessano. Ad esempio
A = E − TSe

dA = TdS − pdV + µdN − TdS − SdT

= −SdT − pdV + µdN

A è detta energia libera di HelmholtzO analogamente
G = E − TS + pV

dG = −SdT + V dp + µdN(energia libera di Gibbs) e
H = E + pV

dH = TdS + V dp + µdN(entalpia)Come l'entropia, A, G, H svolgono il ruolo di �potenziali termodinami
i� 
he guidanole trasformazioni di un sistema de�nito dalle rispettive variabili di stato attraverso leequazioni di stato
A = A (T, V, N)

G = G (T, p, N)

H = H (S, p, N)È importante notare 
he l'informazione 
ontenuta nell'equazione fondamentale èla stessa, indipendentemente dalla formulazione, 
ioè dalle variabili di stato e dal po-tenziale termodinami
o usato. Se 
i si pensa, an
he la me

ani
a 
lassi
a si può for-mulare (
ome vedremo) in tante maniere equivalenti: Newton, Lagrange, Hamilton; eanalogamente, si usa volta a volta la formulazione più adatta al problema in esame.2.5.1 prin
ipio di massima entropia e di minima energia liberaIl postulato 
he abbiamo posto alla base del se
ondo prin
ipio impli
a 
he l'entropiaassume il valore massimo 
ompatibile 
on le 
ondizioni date.Consideriamo un sistema all'equilibrio nello stato (E,X). Possiamo pensare di por-tarlo fuori dall'equilibrio senza variare il valore di E e diX sempli
emente ridistribuendoquesti valori tra due sottosistemi. Ad esempio, immaginiamo di dividere il sistema in



CAPITOLO 2. RICHIAMI DI TERMODINAMICA 27due sottosistemi, 1 e 2, inserendo istantaneamente un setto adiabati
o nel mezzo del
ontenitore, 
on
E = E1 + E2

N = N1 + N2

V = V1 + V2Le 
ondizioni date sul sistema non assegnano un valore pre
iso a E1, N1, V1; spe-
i�
are un valore pre
iso per queste variabili signi�
a spe
i�
are un'ulteriore variabiledi stato o vin
olo interno. Esisterà un valore di entropia per 
ias
uno di questi stativin
olati: S(E, E1, N, N1, V, V1). Il se
ondo prin
ipio 
i di
e 
he se si prepara il sistema
on un 
erto valore del vin
olo interno e poi si rimuove il vin
olo, il sistema portandosiall'equilibrio assumerà un valore di entropia maggiore
S (E, N, V ) > S (E, E1, N, N1, V, V1)Questo vale per qualunque valore della variabile interna; quindi S (E,X) all'equi-librio è massima rispetto a qualunque variazione di una variabile interna. Losi può s
rivere 
osì (fare attenzione al 
onfronto 
on la (2.2)!)

(δS)E,V,N ≤ 0Appli
ando lo stesso ragionamento agli altri potenziali termodinami
i si ottiene([Callen(1985)℄)
(δA)T,V,N ≥ 0

(δG)T,p,N ≥ 0ovvero, l'energia libera all'equilibrio è minima rispetto a qualunque variazionedi una variabile interna.



Capitolo 3Me

ani
a statisti
a: 
on
ettifondamentali
3.1 Spazio delle fasi e traiettoria del sistemaCome abbiamo detto, rappresentiamo il sistema ma
ros
opi
o 
ome un insieme di Nparti
elle (�atomi�1) interagenti se
ondo le leggi della me

ani
a 
lassi
a.In questa rappresentazione uno stato istantaneo del sistema (mi
rostato) è rappre-sentato da un punto nello spazio delle fasi

(rN , pN) = (−→r1 ,
−→r2 , . . . ,−→rN ;−→p1 ,

−→p2 , . . . ,
−→pN) ≡ ΓDove −→r1 è il vettore posizione dell'atomo 1 e −→p1 è il suo momento; la notazione rNindi
a un insieme di N vettori, 
ioè 3N variabili s
alari.In me

ani
a quantisti
a lo spazio delle fasi è lo spazio dei numeri quanti
i delsistema.Quando il sistema passa da uno stato A ad uno stato B il punto si sposta:

(rN , pN)A → (rN , pN)Bo
ΓA → ΓBL'evoluzione del sistema è des
ritta da una traiettoria nello spazio delle fasi:
Γ = Γ (t)Se sono �ssate delle 
ondizioni ma
ros
opi
he (es. E, V = �ssi) il sistema visita solouna �super�
ie� dello spazio delle fasi formata da tutti i punti a 
ui 
orrisponde quelvalore delle variabili ma
ros
opi
he.1questi atomi sono in realtà punti materiali, e a se
onda del modello possono non 
orrispondere adatomi nel senso 
himi
o stretto; al limite possono essere intere mole
ole.28
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onservativiIn un sistema 
ome quello des
ritto, le leggi fondamentali della me

ani
a 
lassi
a 
idi
ono 
he l'evoluzione del sistema (la traiettoria nello spazio delle fasi) è univo
amentedeterminata una volta note le forze a 
ui sono sottoposti gli atomi e un insieme di
ondizioni al 
ontorno (3 
oordinate e 3 momenti per 
ias
un atomo, 
ioè 6 ·N valori).Avremo infatti una serie di N equazioni di Newton, una per atomo:
m1
−̈→r1 =

−→
f1

. . . = . . .oppure
−̇→p1 =

−→
f1

. . . = . . .risolte le quali si ottiene la traiettoria.In generale, le forze −→fi dipendono da tutte le 6 ·N variabili.Consideriamo un 
aso spe
iale: quello in 
ui −→fi può essere espressa 
ome gradientedi una funzione s
alare delle sole 
oordinate atomi
he, l'energia potenziale V
(

rN
):

−→
fi = −∇iV

(

rN
)

= − ∂

∂−→ri

V
(

rN
)Un sistema di questo tipo possiede al
une proprietà notevoli: in parti
olare, è 
ostantel'energia totale

E
(

rN , pN
)

= K
(

pN
)

+ V
(

rN
)dove l'energia 
ineti
a è

K =
∑

i

(−→pi )
2

2miUn sistema di questo tipo si di
e 
onservativo2 (o Hamiltoniano).Notare 
he nel 
aso generale
−→
fi =

−→
fi

(

rN , pN
)
ioè può 
ontenere an
he dei termini dipendenti dai momenti. È il 
aso di sistemisottoposti ad attrito. In tali sistemi, non 
onservativi, l'energia totale è dissipata nel
orso del tempo.Dunque un sistema di parti
elle sottoposto ad un 
ampo di forze 
onservativo 
on-serva la propria energia totale. Questo 
orrisponde all'osservazione ma
ros
opi
a, 
o-di�
ata nel primo prin
ipio della termodinami
a, 
he l'energia di un sistema isolato si
onserva.2Un sistema 
onservativo ha an
he altre proprietà; p.es. il lavoro dipende solo dal punto iniziale e�nale



CAPITOLO 3. MECCANICA STATISTICA: CONCETTI FONDAMENTALI 303.1.2 traiettoria di sistemi non isolatiNaturalmente in termodinami
a si studiano an
he sistemi 
he sono liberi di s
ambiareenergia 
on l'esterno; ne abbiamo parlato dis
utendo il primo prin
ipio.In questo 
aso, an
he se il sistema è 
onservativo, la sua energia totale non si
onserva.Se an
he l'esterno si 
omporta in modo 
onservativo, è 
ostante l'energia del 
om-plesso (sistema+ambiente).Può essere interessante 
hiedersi su quale parte di in E
(

rN , pN
) si agis
e quando siintrodu
e un'energia dE nel sistema:

• 
ompiendo lavoro sul sistema, quindi modi�
andone le grandezze me

ani
heestensive, si modi�
a in E
(

rN , pN
) il termine 
he 
ontiene le posizioni degli atomi,

V
(

rN
) (
ambia la distanza media tra gli atomi);

• mentre quando si introdu
e 
alore nel sistema, lo si fa attraverso gli urti degliatomi 
on le pareti del 
ontenitore, quindi modi�
ando il termine di E
(

rN , pN
)
he 
ontiene i momenti degli atomi, K

(

pN
).Una volta introdotta, l'energia si ridistribuis
e tra 
ineti
a e potenziale attraverso leequazioni del moto.Questa dis
ussione mette in evidenza quanto possa essere utile dare una des
rizionedel moto basata sulla quantità 
he si 
onserva, 
ioè l'energia totale. È quello 
he si fautilizzando un formalismo della me

ani
a 
lassi
a alternativo a quello newtoniano: ilformalismo di Hamilton, 
he vedremo in dettaglio più avanti.Questo formalismo si basa sulla de�nizione della funzione Hamiltoniana H, 
herappresenta l'energia totale del sistema in qualunque base di 
oordinate.Le equazioni di Newton valgono solo se si usano 
oordinate 
artesiane. Quelledi Hamilton valgono per qualunque tipo di 
oordinate (e momenti), s
elte
ome risulta più appropriato per il sistema in esame.Ad esempio: in un 
ampo di forze 
entrale è 
omodo des
rivere la dinami
ain funzione non delle 
oordinate 
artesiane, ma delle 
oordinate radiali {r, θ};in queste 
oordinate non è però possibile s
rivere un'equazione di Newton deltipo ṗr = fr. Oppure le vibrazioni di una mole
ola: è naturale des
riverlein termini di 
oordinate interne (stret
hing, bending, et
.), per le quali peròan
ora una volta non è possibile s
rivere un'equazione nella forma di Newton.In tutti questi 
asi è utile de�nire 
oordinate diverse da quelle 
artesiane, edusare il formalismo di Hamilton.In un sistema isolato, H è uguale all'energia totale del sistema, E. In un sistemanon-isolato, è uguale all'energia del 
omplesso sistema+ambiente.In ogni 
aso, se il sistema è in equilibrio (isolato o no), H è stazionaria (non 
ambia)nel tempo. Se il sistema non è isolato, H 
ontiene an
he le 
oordinate dell'ambiente.Quindi: in un sistema 
onservativo, all'equilibrio, la traiettoria Γ (t) è 
on�nata allasuper�
ie di H 
ostante. Se il sistema è isolato, H è l'energia totale del sistema.
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hiarire il 
on
etto di spazio delle fasi e di super�
ie ad H = cost 
on unesempio (brutalmente sempli�
ato): os
illatore armoni
o
• equazioni

V =
1

2
kx2

ṗ = f = −∂V

∂x
= −kx

mẍ = −kx
he hanno 
ome soluzione
x = Acosωt

p = −mωAsinωt
on
ω2 =

k

mL'energia totale è
E = K + V

=
p2

2m
+

1

2
kx2

=
1

2
kA2� Troviamo, nello spazio delle fasi {x, p}, la regione S delle soluzioni relativead una 
erta energia totale EÈ un'ellisse (assumendo valori unitari dei parametri, è una 
ir
onferenza).� La traiettoria è un per
orso in senso orario (per
hé?)Il pendolo rigido (vedi �g. Figure 3.1 on page 32) si 
omporta 
ome os
illatore armoni
osolo per os
illazioni pi

ole; per os
illazioni ampie, si ha distorsione da ellisse:
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Figura 3.1: Spazio delle fasi di un pendolo rigido. In ordinate il momento, 
he èzero sull'asse S − I − S. In as
isse la 
oordinata angolare: i punti S sono a valoridi 0;±2π;±4π; . . .; i punti I sono a valori di π;±3π;±5π; . . .. Se a 
oordinata π ilmomento è nullo (punti I) si ha un equilibrio instabile (pendolo verti
ale 
on pesoverso l'alto); se il momento è 6= 0, si ha rotazione libera (
urve rosse).Se il pendolo è senza attrito (
ioè 
onservativo, o Hamiltoniano) e isolato, la suaenergia totale si 
onserva e il sistema è 
on�nato ad una traiettoria.3.2 Media temporale e media d'insieme (ergodi
ità)Abbiamo visto 
he il sistema è rappresentato mi
ros
opi
amente da un punto Γ nellaregione dello spazio delle fasi 
ompatibile 
on le variabili ma
ros
opi
he �ssate3 (in quel
he segue, 
hiamerò questa regione S) e dalla traiettoria Γ (t) 
he esso per
orre sottol'azione del 
ampo di forze.In questa visione, 
ome le variabili di stato termodinami
he, an
he qualunque gran-dezza ma
ros
opi
a osservabile A è univo
amente determinata dalle variabili me

ani-
he mi
ros
opi
he:
A = A (Γ)3le variabili di stato dello stato termodinami
o in questione
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olare 
i aspettiamo 
he lo sia ad ogni istante:
A (t) = A (Γ (t))Ad esempio, l'energia 
ineti
a totale del sistema dipende in ogni istante dai momenti:

K (t) =
∑

i

(−→pi (t))
2

2miTuttavia, quando fa

iamo una misura non a

ediamo ad un uni
o stato, istantaneo,del sistema. Si può pensare 
he la proprietà osservata sia:
• una media su tante immagini diverse del sistema:

Aobs =
1

N

N
∑

i=1

A (Γi)Notare 
he per ora non di
iamo nulla su 
ome sono distribuite statisti
amentequeste immagini
• una media temporale su una traiettoria:

Aobs =
1

T

T
∫

A (Γ (t)) dt ≡ Ā

• 
ombinando le due ipotesi: una media su una traiettoria e su N possibili 
ondizioniiniziali Γi (0):
Aobs =

1

N

N
∑

i=1

1

Ti

Ti
∫

A (Γi (t)) dtI primi due 
asi 
orrispondono ai limiti Ti → 0 e N → 1 rispettivamenteSe il tempo T →∞, posso aspettarmi 
he il sistema per
orra tutto il [sotto-℄spazio dellefasi 
ompatibile 
on i valori imposti alle variabili di stato ma
ros
opi
he. In questo 
asosi di
e 
he il sistema è ergodi
o.Notare 
he nello spazio delle fasi le traiettorie non si interse
ano, per
hé non possonodivergere, altrimenti il sistema sarebbe non-deterministi
o. Nel 
aso più sempli
e 
'èun'uni
a traiettoria 
he per
orre tutta S. Ma questo non è s
ontato: possono esser
iregioni isolate (vedi la �g. 3.2):In un sistema ergodi
o, se il tempo Ti in 
ias
una misurazione è abbastanza lungo(abbastanza, rispetto ad un tempo 
aratteristi
o del sistema a quelle 
ondizioni), 
ia-s
una traiettoria Γi esplora, o quantomeno 
ampiona 
orrettamente, tutta S. Al limitedi Ti −→ ∞, tutte le traiettorie Γi (t) per
orrono l'intera S, 
ias
una a partire da unpunto diverso.
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Figura 3.2: Traiettorie nello spazio delle fasi (da [Allen and Tildesley(1987)℄)
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e il tempo Ti non è abbastanza lungo, 
ias
una Γi esplora solo una porzione,in generale non rappresentativa, dell'uni
a traiettoria, e quindi di S; e le Āi possonodi�erire tra loro an
he signi�
ativamente. Questo è quello 
he può a

adere in unasimulazione. Tuttavia, l'osservazione sperimentale dà un risultato riprodu
ibile per
hé(nella misura in 
ui) essa è la media su un numero N abbastanza alto di traiettorieindipendenti.Al limite opposto, se 
ias
un Ti −→ 0 (e parallelamente N → ∞), posso assumere
he durante la misura di Ai il sistema sia in un uni
o mi
rostato Γ. L'integrale sultempo s
ompare del tutto e rimane la somma:
Aobs =

1

N

N
∑

i=1

AiChiediamo
i ora 
ome sono distribuiti in S i vari punti i. Da un punto di vista formale,questo equivale a raggruppare la sommatoria pre
edente se
ondo i mi
rostati Γ visitati,
ontando 
ias
un mi
rostato 
on il numero di volte (o la probabilità) 
on 
ui esso
ompare durante la misura, n(Γ)
N

Aobs =
∑

Γ

n (Γ)

N
A (Γ)Al limite (Ti −→ 0; N −→ ∞) la sommatoria 
opre tutto S. Ponendo ρ (Γ) = n(Γ)

N

Aobs =
∑

Γ

ρ (Γ)A (Γ) ≡ 〈A〉 (3.1)�L'assunzione prin
ipale della me

ani
a statisti
a - 
he il valore osservato di una pro-prietà 
orrisponde alla media di insieme di quella proprietà - appare ragionevole se lamisura è eseguita su un tempo molto lungo o se essa è in realtà la media di molte misureindipendenti.� [Chandler(1987)℄In sostanza, in un sistema ergodi
o
Aobs = Ā = 〈A〉
on

Ā =
1

Tlungo

Tlungo
∫

A (Γ (t)) dt

〈A〉 =

campione ampio
∑

Γ

ρ (Γ) A (Γ)
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• Nell'esempio dell'os
illatore armoni
oUna misura (ad esempio, K), o è fatta su una traiettoria di almeno un giro, o èla media di tante traiettorine brevi s
elte a 
aso lungo la 
ir
onferenza3.3 Densità di stati nello spazio delle fasiCome abbiamo visto, la nozione di equilibrio è fondamentale nella termodinami
a. Ab-biamo visto 
he in un sistema all'equilibrio la funzione Hamiltoniana H è 
ostante neltempo, o stazionaria (tenendo presente 
he se il sistema non è isolato H dipende an
hedalle 
oordinate dell'ambiente). Come abbiamo a

ennato nella lezione introduttiva,l'equilibrio è però 
aratterizzato dalla stazionarietà di una proprietà più pre
isa: ladensità di stati mi
ros
opi
i nello spazio delle fasi, ρ (Γ). Questa 
aratteristi
a delladensità di stati può essere interpretata in modo più formale e pre
iso in base al teoremadi Liouville; teorema 
he sarà esposto dettagliatamente in seguito, ma di 
ui è utileanti
ipare qui qual
he aspetto.Vediamo innanzitutto 
osa rappresenta la densità di stati, e la sua dipendenza daltempo.Date 
erte 
ondizioni ma
ros
opi
he (ad es N, V, E) 
onsideriamo la distribuzionedi probabilità dei punti dello spazio delle fasi 
ompatibile 
on esse, ρ (Γ). Nel nostroesempio ρNV E 6= 0 solo dove l'energia vale E; è nulla, ad esempio, dove il valore deimomenti è tale 
he l'energia 
ineti
a è maggiore di E.Consideriamo ora una 
opia del sistema per ogni punto Γ, e seguiamone l'evol-versi nel tempo: ogni punto seguirà una traiettoria Γ (t) 
ompletamente determinata.Conseguentemente si evolve an
he la distribuzione o densità di probabilità:

ρ = ρ (Γ (t)) = ρ (Γ, t)In questo modo rappresentiamo il sistema 
ome un �uido i 
ui 
omponenti in�nite-simi si muovono seguendo le equazioni del moto del sistema.La formulazione più generale del teorema di Liouville è 
he in un sistema isolato(E, N, V = cost)La densità di stati intorno a un punto 
he si muove lungo una traiettoriaè 
ostante[M
Quarrie(2000)℄[Goldstein(1980)℄.Cioè: è 
ostante nello spazio e nel tempo; se il sistema al tempo t è in r,p e altempo t′ è in r′,p′:
ρ (r′,p′, t′) = ρ (r,p, t)
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he la derivata totale di ρ rispetto al tempo è zero:
d

dt
ρ (Γ, t) = 0

[

∂

∂t
+
∑

(ṙi · ∇ri + ṗi · ∇pi
)

]

ρ (Γ, t) = 0nell'equazione pre
edente abbiamo tenuto 
onto del fatto 
he la den-sità ρ (Γ) può dipendere dal tempo in due modi:[Goldstein(1980)℄,[Allen and Tildesley(1987)℄
• espli
ito: in un punto Γ0 osserviamo il �uire dei sistemi nel tempo.
• impli
ito: q(t), p(t) di ogni sistema si muovono 
on tSi può leggere il teorema di Liouville 
ome l'a�ermazione 
he in un sistema isolatola variazione della densità in un punto è uguale al �usso netto dei sistemi
he entrano e es
ono da quel punto.Cioè, nessun(a 
opia del) sistema si 
rea o si distrugge.Infatti esso è in sostanza un'equazione di 
ontinuità della probabilità degli stati,perfettamente analoga all'equazione di 
ontinuità della massa in un �uido.
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o di ma

hine lungo una 
orsia) la di�e-renza tra il numero degli oggetti in entrata e in us
ita in un segmento dx neltempo dt è ρ′dx′− ρdx = (ρ′v′ − ρv) dt; quindi la variazione della densità neltempo dt è −∂(ρv)
∂x

. Se la velo
ità è 
ostante lungo la traiettoria, ∂v
∂x

= 0 e lavariazione della densità è −v ∂ρ
∂x
.In un sistema isolato, l'equazione di 
ontinuità

∂

∂t
ρ (Γ, t) = −

∑

[∇ri
· (ṙiρ (Γ, t)) +∇pi

· (ṗiρ (Γ, t))]si ridu
e all'equazione di Liouville grazie alle equazioni di Hamilton, per lequali
∑

(∇ri · ṙi +∇pi
ṗi) = 0(questo termine rappresenta la �
ompressibilità� dello spazio delle fasi).Possiamo s
rivere l'equazione di 
ontinuità in modo più 
ompatto e più simileal 
aso monodimensionale, usando il vettore Γ =

(

rN , pN
):

∂ρ

∂t
= −∇Γ ·

(

ρΓ̇
)

= −ρ∇Γ · Γ̇− Γ̇ · ∇ΓρIl primo termine a destra 
ontiene la divergenza della velo
ità di Γ; in unsistema Hamiltoniano questo termine è nullo
∇Γ · Γ̇ = 0
ioè la velo
ità è 
ostante lungo la traiettoria.In un sistema Hamiltoniano isolato quindi nell'equazione di 
ontinuità rimanesolo il se
ondo termine, 
he è il prodotto s
alare della velo
ità per il gradientedi ρ:

∂ρ

∂t
= −Γ̇ · ∇Γρ
he rappresenta la variazione di ρ dovuta al moto uniforme di tutti i puntilungo la traiettoria.Il teorema di Liouville è valido per sistemi in 
ondizioni sia di equilibrio 
he dinon-equilibrio.Non di
e nulla su 
ome è la ρ in 
ias
un punto, e su 
ome varia nel tempo.In generale, in un sistema di non-equilibrio (
ome nel tra�
o 
ittadino) ad un datoistante 
i sarà 
on
entrazione di stati (densità più alta) in una 
erta regione, e 
ol tempoquesta 
on
entrazione si sposterà nello spazio delle fasi. Cias
un punto seguirà la stessatraiettoria, 
on la stessa velo
ità, ma la 
on
entrazione di punti sarà di�erente lungoquesta traiettoria.Consideriamo inve
e un sistema all'equilibrio. Mi
ros
opi
amente, il sistema è inuno stato stazionario; 
ioè, la densità di stati in un punto Γ non 
ambia 
ol tempo:

(

∂ρ

∂t

)

Γ

= 0
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he es
e dal punto Γ, uno ne entra. I sistemi si muovono nello spaziodelle fasi un po' 
ome un �trenino� di persone in una festa a�ollata. Rivedi la �gura3.2.Se ρ è 
ostante lungo la traiettoria di un punto, e all'equilibrio è stazionaria inun dato punto Γ, all'equilibrio è 
ostante lungo tutta la 
urva des
ritta dallatraiettoria di un punto (e di tutti gli altri punti, 
he seguiranno la stessa traiettoria).Infatti, se è zero il termine a sinistra lo è an
he quello a destra (usiamo laforma 
ompatta):
0 = −Γ̇ · ∇Γρ
he è 
ome dire 
he la velo
ità, 
ioè il moto, è sempre perpendi
olare algradiente di ρ. Quindi il moto si svolge su una traiettoria a ρ = cost. Laderivata di ρ lungo la direzione di Γ̇ (moltipli
ata per il modulo di Γ̇) è nulla.Se la traiettoria per
orre tutto lo spazio delle fasi, la densità di stati è an
he
ostante nello spazio delle fasi.In questo 
aso, quindi, ogni volumetto drNdpN dello spazio delle fasi 
ontienelo stesso numero di sistemi; ha la stessa probabilità.Un altro modo di esporre il teorema di Liouville, infatti, è 
he il volume o

upatoda uno �s
iame� di sistemi è 
ostante.Se, inve
e, il sistema non è isolato, il teorema di Liouville vale per il 
omplessosistema+ambiente, ma non nello spazio delle fasi del sistema soltanto. All'equilibrio,la densità in ogni punto di questo spazio è stazionaria (per de�nizione), ma 
i pos-sono essere variazioni di densità da punto a punto. Dove 
'è un rallentamento o una�strozzatura� (pensiamo an
ora una volta al tra�
o di vei
oli in una 
orsia) 
'è unaddensamento di sistemi 
he non 
ambia nel tempo.Nell'os
illatore armoni
o (
he abbiamo preso 
ome rappresentazione enorme-mente sempli�
ata di un sistema isolato, all'equilibrio) la densità di puntirimane 
ostante nel tempo e nello spazio. Si può vedere 
he

• la velo
ità di un punto è 
ostante
• il termine Γ̇ · ∇Γρ è nullo (an
he se in questo 
aso non è possibilede�nire quantità tipo ( ∂ρ

∂x

)

px

per
hé di fatto ρ non è de�nita su unintervallo 
ontinuo di x a px = cost; tuttavia esiste una derivata di ρlungo la direzione di Γ̇)



Capitolo 4Me

ani
a statisti
a: l'insieme
4.1 Insieme statisti
oS
opo della me

ani
a statisti
a è 
ollegare le grandezze ma
ros
opi
he 
he 
aratteriz-zano un sistema 
on lo stato mi
ros
opi
o del sistema de�nito dalle variabili dinami
hemole
olari.Sappiamo 
he ad un dato stato ma
ros
opi
o, 
aratterizzato dalle variabili di statotermodinami
he - ad esempio (N, V, E) o (N, V, T ) - 
orrispondono diversi (un numeroaltissimo di) stati mi
ros
opi
i. Le proprietà ma
ros
opi
he dipendono dall'e�etto me-dio di tutti i mi
rostati. L'oggetto del nostro interesse è quindi l'insieme statisti
oo ensemble di tutti i mi
rostati 
ompatibili 
on lo stato ma
ros
opi
o delsistema.Il 
on
etto fondamentale della me

ani
a statisti
a, 
ome abbiamo visto, è 
he lamedia di una grandezza osservabile G legata alle variabili mi
ros
opi
he è la mediastatisti
a (o di ensemble) dei valori di G 
orrispondenti a un 
erto mi
rostato ν:

Gobs =
∑

ν

PνGν = 〈G〉 (4.1)In prati
a, se siamo in grado di stimare una funzione di distribuzione Pν e di 
al
olareil 
orrispondente Gν , possiamo 
al
olare 〈G〉1.Tuttavia 
i sono grandezze ma
ros
opi
he 
he non possono essere espresse 
on la(4.1), in quanto non hanno un loro 
orrispettivo in ogni mi
rostato: il potenziale ter-modinami
o e le sue derivate2. Ad esempio, non esiste l'entropia di un mi
rostato: S èuna proprietà di insieme.1l'uguaglianza pre
edente è esattamente la stessa di quella (3.1) 
he abbiamo visto al 
apito-lo pre
edente, dove abbiamo parlato di densità nello spazio delle fasi inve
e 
he di probabilità deimi
rostati.2an
he se si può vedere, a posteriori, 
he nell'insieme 
anoni
o T =
(

∂E
∂S

)

V,N
è esprimibile 
omemedia dell'energia 
ineti
a mole
olare , 
fr. Se
tion 11.140
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opo della me

ani
a statisti
a è quindi, per tutti gli ensemble di interesse: tro-vare un'espressione della funzione di distribuzione Pν ; e trovare un'espressione per ilpotenziale termodinami
o.4.2 Insieme mi
ro
anoni
oLa funzione di distribuzione dei mi
rostati è fa
ilmente valutabile nel sistema 
on
et-tualmente più sempli
e: un sistema isolato, di 
ui sono noti e determinati l'energia totale
E e le �dimensioni�, queste ultime tipi
amente spe
i�
ate 
ome numero di parti
elle Ne volume totale V .Come abbiamo visto, nella termodinami
a si studiano le relazioni tra queste po
hegrandezze 
he 
aratterizzano il sistema. Il sistema è un punto nello spazio (N, V, E):Figura 4.1: sistema N,V,E
E

N,V

ogni punto e‘
un insieme microcanonico

Abbiamo visto an
he 
he le relazioni si studiano 
on l'introduzione di una funzionedipendente da N, V, E, 
he svolge il ruolo di �potenziale�, 
ioè indi
a la direzione delletrasformazioni spontanee. Questa funzione è l'entropia:
S = S(N, V, E)Nella visione mi
ros
opi
a, ad ogni punto (N, V, E) 
orrisponde un insieme statisti-
o, 
he si 
hiama insieme mi
ro
anoni
o.L'assunzione da 
ui si parte è il seguente prin
ipio di equiprobabilità a priori:In un sistema isolato 
on una data energia totale E e un dato volume V e numero diparti
elle N , all'equilibrio, tutti i mi
rostati sono ugualmente probabili.
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'è nessun motivo di pensare il 
ontrario.Ed è perfettamente 
oerente 
on il teorema di Liouville appena visto. Notiamo 
hequesta assunzione non vale se:1. Il sistema non è isolato, 
ioè può s
ambiare energia o parti
elle 
on l'esterno, inmodo tale 
he E e/o N variano; infatti in questo 
aso l'esterno può in�uenzarela probabilità di 
erti stati. La densità degli stati varia da punto a punto dellospazio delle fasi. Nella visione del teorema di Liouville, �
reo� sistemi in 
erteregioni dello spazio delle fasi.2. il sistema è fuori dell'equilibrio (
fr.2.4.2: il sistema esplora solo, o preferenzial-mente, al
uni mi
rostati; ad es. metà delle mole
ole nella metà di destra del
ontenitore). Il sistema tende a portarsi verso l'equilibrio, e la densità degli stativaria nel tempoPer esprimere in termini quantitativi l'assunzione appena enun
iata de�niamo innan-zitutto Ω 
ome il numero totale dei mi
rostati. È abbastanza intuitivo 
he Ω dipendesia dall'energia del sistema, sia dalle sue dimensioni:
Ω = Ω(N, V, E)Il prin
ipio di equiprobabilità a priori si può quindi s
rivere in termini della funzionedi distribuzione Pν :
Pν =

1

Ω(N, V, E)per ogni mi
rostato ν, 
ioè Pν è 
ostante su tutto l'ensemble.Notiamo 
he Ω(N, V, E) è a rigore un numero, però possiamo trattarla 
ome unafunzione 
ontinua delle sue variabili, analogamente a quanto si fa per la distribuzionespaziale del numero di parti
elle di un sistema3.In questo 
aso possiamo de�nire l'entropia 
ome
S = kB ln Ω(N, V, E) (4.2)dove kB, la 
ostante di Boltzmann, si ri
ava dal 
onfronto 
on le misure sperimentali.

S de�nita in questo modo -al di là del valore numeri
o esatto- possiede le proprietàfondamentali dell'entropia termodinami
a(
fr. Se
tion 2.4):1. S è una funzione di stato; infatti dipende da N, V, E e solo da quelli2. S è estensiva; infatti se si immagina il sistema 
ome 
omposto di due sottosistemi
A e B (ad esempio, uno di NA e uno di NB parti
elle, 
on NA +NB = N )4, allora

SA+B = kB ln(ΩAΩB) = SA + SB3per una dis
ussione di questo punto 
fr. Chandler, p. 58.4notare 
he il volume di entrambi i sottosistemi resta quello totale; una situazione diversa è se ilsistema viene realmente diviso in due parti, 
on l'introduzione di un vin
olo, 
fr. il punto su

essivo
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elle a, b, c, d in due �livelli�: 
ias
una delledue metà del 
ontenitore. Poi
hé ogni parti
ella può stare inentrambi i livelli, il sistema ha Ω = 24 = 16 mi
rostati. Ora
onsideriamo (mentalmente) i due sottosistemi A = a, b e B =
c, d. I mi
rostati di 
ias
un sottosistema sono ΩA = ΩB = 22 = 4:

(ab,−); (a, b); (b, a); (−, ab)

(cd,−); (c, d); (d, c); (−, cd)Gli stati totali sono la 
ombinazione di 
ias
un mi
rostato delsistema A 
on 
ias
un mi
rostato di B, 
ioè Ω = 4×4 = 16 stati:
(abcd,−); (abc, d); (abd, c); (ab, cd); . . .3. S è una funzione monotona 
res
ente di E. Infatti dalla termodinami
a(
fr. eq. 2.3 a pagina 19) sappiamo 
he
(

∂S

∂E

)

N,V

=
1

T
> 0Se
ondo la de�nizione appena data ((4.2)), questa diseguaglianza diventa

1

T
= kB

(

∂ ln Ω(N, V, E)

∂E

)

N,V

> 0o
β ≡ 1

kBT
=

(

∂ ln Ω(N, V, E)

∂E

)

N,V

> 0(per de�nizione kB > 0). Per
hé la disuguaglianza valga, bisogna 
he Ω(N, V, E)sia una funzione 
res
ente di E per N, V �ssi. Ma questo è perfettamente ragio-nevole: se l'energia totale aumenta, aumentano an
he i modi di distribuirla tra leparti
elle.4. L'entropia è massima all'equilibrio. Portare il sistema fuori dall'equilibrio(ma sempre 
on gli stessi valori di N, V, E) 
orrisponde a introdurre una 
ondi-zione (vin
olo) in più, 
he inevitabilmente ridu
e il numero di mi
rostati. Adesempio, posso (pensare di) portare il sistema fuori dall'equilibrio separando le
NA mole
ole dalle NB, 
ias
una in una porzione di volume, tale 
he V = VA +VB;quando rimuovo il vin
olo las
iando 
he il sistema si evolva liberamente, esso siporta nuovamente nella 
ondizione di equilibrio, 
ioè 
on tutte le mole
ole 
heo

upano tutto il volume. Dunque l'entropia del sistema+vin
olo deve essere mi-nore di quella del sistema originario. Infatti, 
ias
uno dei due sottoinsiemi dimole
ole non ha a disposizione tutti gli stati 
he ha a disposizione in assenza divin
olo.
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itato, se imponiamo 
he le prime due par-ti
elle siano in un livello e le altre due nell'altro, si ha solo unmi
rostato:
(ab, cd)e Ω = 14.3 Insieme 
anoni
oConsideriamo adesso un sistema il 
ui volume V è sempre �sso, ma 
he non è più isolato,e 
he può s
ambiare energia 
on l'ambiente esterno, in parti
olare 
on un bagno termi
o
he ne mantiene la temperatura al valore T .Un tale sistema è rappresentato, in termodinami
a, da un punto nello spazio N, V, T .Da un punto di vista ma
ros
opi
o, il passaggio da uno stato termodinami
o in
ui sono de�niti N, V, E a uno stato termodinami
o N, V, T 
orrisponde, 
ome abbiamovisto, a fare una trasformazione di Legendre 
he sostituis
a il potenziale termodinami
o

S (N, V, E) 
on A (N, V, T ).Da un punto di vista mi
ros
opi
o il passaggio da uno stato termodinami
o al-l'altro 
orrisponde al passaggio dall'insieme mi
ro
anoni
o a un altro insieme statisti-
o, 
ostituito dai mi
rostati 
ompatibili 
on le 
ondizioni ma
ros
opi
he: l'insieme
anoni
o.Figura 4.2: (da Chandler): Stati di un sistema 
hiuso in un bagno termi
o

Notare 
he la situazione è diversa dal 
aso pre
edente. I mi
rostati 
ompatibili 
on le
ondizioni date sono tutti quelli 
orrispondenti ad una 
erta energia totale E1(
ome nelmi
ro
anoni
o), ma an
he tutti quelli 
orrispondenti ad E2, et
. Mi posso domandarequal è il peso relativo di un 
erto mi
rostato ν a 
ui 
orrisponde un'energia Eν .
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iamo riferimento a quello 
he sappiamo sull'insieme mi
ro
anoni-
o. Dobbiamo però aggiungere l'ipotesi 
he la 
oppia (sistema+bagno) sia isolata, 
ioè
he E = EB + Eν sia �sso (EB= energia del bagno termi
o). Posso sempre soddisfarequest'ipotesi, s
egliendo il bagno opportunamente.In questo 
aso, la 
oppia (sistema + bagno) è un sistema N, V, E a 
ui 
orrispondeun insieme mi
ro
anoni
o:Figura 4.3: (da Chandler): Insieme 
anoni
o 
ome sottosistema di un insiememi
ro
anoni
o

Sappiamo 
he gli stati di questo �super-sistema� sono equiprobabili. Noi, però, nonsiamo interessati al singolo stato del super-sistema, ma all'insieme di stati 
ompatibili
on un parti
olare mi
rostato ν del sistema. Infatti, la quantità 
he 
er
hiamo, 
ioèla probabilità di osservare lo stato ν del sistema (indipendentemente dallo stato delbagno)
Pν =?è 
hiaramente proporzionale al numero di questi stati. Se l'energia del sistema è Eν ,questo numero è uguale al numero degli stati in 
ui il bagno ha energia E −Eν ; quindi

Pν ∝ ΩB(E −Eν)
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hiarire il 
on
etto, 
onsideriamo un modello sempli
issimo (il �solidodi Einstein�)a: supponiamo di avere un 
ontenitore isolato 
on N parti
elle,
ias
una delle quali può assumere un'energia ǫn = 0, 1, 2, . . ., s
ambiandolaliberamente 
on le altre in quanti unitari, ma in modo tale 
he l'energia totale
E si 
onservi. Per un valore �sso di N , il numero totale di mi
rostati del
ontenitore dipende da E, ed è (modi di distribuire E oggetti in N 
aselle)

Ω (E) =
(E + N − 1)!

E! (N − 1)!Ad esempio, per N = 6 e E = 12 si ha
Ω = 6188Ora 
onsideriamo la prima parti
ella 
ome �sistema�, e le altre 
inque 
ome�bagno�; si tratta di un 
aso parti
olare del modello sistema+bagno appenavisto. Per ogni energia ǫν del sistema 
i sono numerosi stati del bagno; esat-tamente, il numero di questi stati è uguale al numero di modi di distribuire

(E − ǫν) oggetti in N − 1 = 5 
aselle:
ΩB (E − ǫν) =

(E − ǫν + 4)!

(E − ǫν)!4!Notiamo 
he quanto maggiore è l'energia del sistema, tanto minore è il numerodi stati del bagno, quindi la probabilità relativa del mi
rostato ν del sistema:
ǫν E − ǫν ΩB Pν0 12 16!

12!4! = 1820 1820
6188 =0.294121 11 15!

11!4! = 1365 0.220592 10 14!
10!4! = 1001 0.161763 9 13!
9!4! = 715 0.115554 8 12!
8!4! = 495 0.079995 7 11!
7!4! = 330 0.053336 6 10!
6!4! = 210 0.033947 5 9!
5!4! = 126 0.020368 4 8!
4!4! = 70 0.011319 3 7!
3!4! = 35 0.0056610 2 6!
2!4! = 15 0.0024211 1 5!
1!4! = 5 0.0008112 0 4!
0!4! = 1 0.00016aquesto esempio è tratto da [Gould and Tobo
hnik(2009)℄, 
apitolo 4In seguito indi
hiamo per sempli
ità ΩB → Ω.Ora fa

iamo due ulteriori assunzioni 
he derivano dalle grandi dimensioni del bagno:1. L'energia del bagno è enormemente maggiore di quella del sistema:

EB ≫ Eν



CAPITOLO 4. MECCANICA STATISTICA: L'INSIEME 472. I livelli di energia del bagno sono 
osì vi
ini da formare un 
ontinuo, in modo tale
he la funzione Ω(E) è 
ontinua e dΩ
dE

è de�nita.In questo 
aso posso espandere Ω(E − Eν) in serie di Taylor. Lo stesso posso fare peril suo logaritmo -ri
ordiamo 
he la quantità 
he ha maggiore signi�
ato �si
o5 non è Ω,ma ln Ω:
Ω(E −Eν) = exp[ln Ω(E −Eν)]

ln Ω(E −Eν) = ln Ω(E)−
(

∂ ln Ω

∂E

)

N,V

Eν + . . .ed usando la de�nizione6 di β

ln Ω(E − Eν) ≃ ln Ω(E)− βEνvalida nel limite E →∞.Quindi in questo limite
Ω(E − Eν) = Ω(E) exp[−βEν ]o

Pν ∝ e−βEνNormalizzando le probabilità
∑

ν

Pν = 1si ha:
Pν = e−βEν

Q
funzione di distribuzione 
anoni
a

Q(N, V, β) =
∑

ν e−βEν funzione di ripartizione 
anoni
aLe ultime equazioni 
ostituis
ono le proprietà prin
ipali dell'insieme 
anoni
o. Pνè la funzione 
he permette il 
al
olo delle medie d'insieme. La somma delle proba-bilità, Q, analogamente a Ω del mi
ro
anoni
o, è la quantità statisti
a dalla qualedipende il potenziale termodinami
o 
he de�nis
e il 
omportamento del sistema: S nelmi
ro
anoni
o, A (
ome vedremo) nel 
anoni
o.5ad esempio, l'entropia S non dipende da Ω, ma da ln Ω6notiamo 
he dato 
he Ω = ΩB, questa è la β del bagno; si può dimostrare 
he all'equilibrio
βB = βsistema



CAPITOLO 4. MECCANICA STATISTICA: L'INSIEME 484.3.1 CommentoQuesta derivazione della funzione di distribuzione 
anoni
a può apparire un po' astrattae arti�
iosa. Quali sono i suoi limiti?La validità di questa trattazione dipende dall'esistenza e dal signi�
ato delle gran-dezze 
he usiamo, 
ioè essenzialmente di
β =

(

∂ ln Ω

∂E

)

N,VSe questa fosse una funzione inde�nibile, immisurabile, dis
ontinua o mostruosa-mente os
illante, l'equazione pre
edente sarebbe formalmente 
orretta ma po
o utile; ilfatto 
he T = 1
kBβ

sia una grandezza �si
a ben de�nita le dà inve
e un signi�
ato.È le
ito quindi aspettarsi 
he una trattazione simile si possa appli
are a tutti iproblemi ri
ondu
ibili allo stesso modello: un sistema in equilibrio 
on una �riserva�,il tutto isolato, e tale 
he si può de�nire una funzione β, ovvero una funzione Ω alogaritmo derivabile.
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onsiderato sopra (il solido di Einstein), si può 
al
olare analiti
amente il valore di β nellimite termodinami
o.Per alti valori di E e di N si ha
lim

E→∞
β = lim

(

∂ ln Ω

∂E

)

N

= ln

(

1 +
N − 1

E

)dove l'ultima uguaglianza è stata ottenuta appli
ando la nota formula di Stirling (4.18).Con questo valore,
e−βx = e− ln(1+ N−1

E )x =

(

E

E + N − 1

)xe
Z =

∞
∑

k=0

(

E

E + N − 1

)k

=
1

1−
(

E
E+N−1

) =
E + N − 1

N − 1quindi
Pν =

N − 1

E + N − 1

(

E

E + N − 1

)νNel 
aso parti
olare 
he 1≪ N ≪ E l'espressione per β si sempli�
a:
β ≃ ln

(

1 +
N

E

)

≃ N

E
ioè, se ǫ = E
N
,

β ≃ 1

ǫLa funzione di distribuzione è
Pν =

e−βǫν

Z
on
Z =

∞
∑

ǫν=0

e−βǫν =
1

1− e−β
≃ 1

βSi può veri�
are 
he 〈ǫ〉 = − 1
Z

(

∂Z
∂β

)

= ǫ (
fr. la (4.5) avanti)
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ioè il 
aso della tabella presentata sopra, si può 
al
olare il valore di β 
hemeglio approssima i dati, sull'espressione
Pν =

e−β′ǫν

Z ′Si ha
β′ = 0.34

Z ′ =
∑12

ǫν=0 e−β′ǫν =
1−(e−β)

13

1−e−β = 3.43
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p(x)

mentre i valori limite teori
i sarebbero
β =

1

ǫ
= 0.5

Z =
1

β
= 24.3.2 Collegamento 
on il potenziale termodinami
o.Nell'insieme mi
ro
anoni
o abbiamo stabilito un 
ollegamento tra la grandezza stati-sti
a rilevante (Ω) e il potenziale termodinami
o appropriato, S :

S = kB ln Ω(N, V, E)Nell'insieme 
anoni
o dobbiamo trovare un analogo 
ollegamento tra la grandezzastatisti
a rilevante (Q) e il potenziale termodinami
o appropriato per lo stato termo-dinami
o 
aratterizzato da V e T , 
ioè l'energia libera di Helmholtz, A. La de�nizionedi A in funzione di Q, però, deve essere 
oerente 
on la de�nizione di S, per
hé tutte lefunzioni termodinami
he sono 
ollegate tra loro. Non posso quindi dare una de�nizionearbitraria di A = A (Q), ma devo ri
avarla.L'espressione di A in funzione di Q può essere ri
avata (ad esempio) 
al
olando ilvalore dell'energia 〈E〉 sia 
ome media d'insieme nell'insieme 
anoni
o, sia se
ondo lerelazioni termodinami
he 
he 
ollegano 〈E〉 alle variabili termodinami
he 
aratteristi
hedello stato 
orrispondente, 
ioè A, V, T .
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ordiamo 
he nell'insieme 
anoni
o il valore di E non è �sso; �uttua. Analoga-mente, uno stato termodinami
o in 
ui 
ontrolliamo V e T non possiede un valore �ssodi E (
he infatti �uttua per s
ambio 
on il bagno termi
o). Vedremo 
he queste �uttua-zioni, per sistemi ma
ros
opi
i, sono in�nitesime. Però a rigore l'energia 
he 
omparenelle equazioni termodinami
he è una media sull'insieme 
anoni
o.Ri
ordiamo le relazioni (
fr. la sezione 2.5)
A = E − TS

dA = −SdT − pdVda 
ui
E = A + TS

S = −
(

∂A

∂T

)

N,Ve in de�nitiva
E = A− T

(

∂A

∂T

)

N,V

(4.3)In me

ani
a statisti
a, al posto di T usiamo β = 1
kT
; tenendo 
onto 
he

(

∂A

∂T

)

=

(

∂A

∂β

)

dβ

dT
= − 1

kT 2

(

∂A

∂β

)l'ultima equazione diventa
E = A− T

[

− 1

kT 2

(

∂A

∂β

)]o
E = A + β

(

∂A

∂β

)

N,V

(4.4)Questa quantità deve essere uguale alla media d'insieme
〈E〉 = 〈Eν〉 =

∑

ν

PνEν

=

∑

ν Eνe
−βEν

∑

ν e−βEν

= − 1

Q

(

∂Q

∂β

)

N,V

(4.5)
= −

(

∂ ln Q

∂β

)

N,V

(4.6)Vediamo subito 
he le due quantità sono uguali se usiamo la seguente de�nizione di
A:
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A = − ln Q

βInfatti 
on questa de�nizione
(

∂A

∂β

)

= − 1

β

1

Q

(

∂Q

∂β

)

+
ln Q

β2

= − 1

β

(

1

Q

(

∂Q

∂β

)

− ln Q

β

)Sostituendo il valore di A e di (∂A
∂β

) nella (4.4) si ha
E = − ln Q

β
−
(

1

Q

(

∂Q

∂β

)

− ln Q

β

)

= − 1

Q

(

∂Q

∂β

)
he è proprio la (4.5)



CAPITOLO 4. MECCANICA STATISTICA: L'INSIEME 534.4 Insiemi mi
ro
anoni
o e 
anoni
o: riassunto



CAPITOLO 4. MECCANICA STATISTICA: L'INSIEME 544.4.1 Insieme mi
ro
anoni
o
Pν =

1

Ω(N, V, E)
(4.7)

Ω(N, V, E) =
∑

ν

δE,Eν (=numero di stati) (4.8)
S = kB ln Ω(N, V, E) (4.9)Le grandezze 
oniugate si ri
avano da N, V, E, S, e dalla dipendenza di queste da Ω, ades:

β =
1

kBT
=

1

kB

(

∂S

∂E

)

N,V

=

(

∂ ln Ω(N, V, E)

∂E

)

N,V

(4.10)4.4.2 Insieme 
anoni
o
Pν =

e−βEν

Q
(4.11)

Q(N, V, β) =
∑

ν

e−βEν (4.12)
A = − ln Q

β
(4.13)Altre grandezze si ri
avano da N, V, β, A, e dalla dipendenza di queste da Q, ad es.dalla de�nizione 
ome grandezze 
oniugate:

S = −
(

∂A

∂T

)

N,V

= kβ2

(

∂A

∂β

)

N,V

= −kβ2

(

∂ ln Q

β

∂β

)

N,V

(4.14)o 
ome medie d'insieme
〈E〉 = −

(

∂ ln Q

∂β

)

N,V

(4.15)4.4.3 Potenziali termodinami
i e insiemi statisti
iLe equazioni (4.7), (4.8), (4.9) 
he abbiamo s
ritto sull'insieme mi
ro
anoni
o (N, V, E)
i di
ono 
he la dipendenza di S da N, V, E 
he è alla base della termodinami
a èinterpretabile da un punto di vista mi
ros
opi
o 
ome la dipendenza di S da Ω(N, V, E):
S = S(Ω(N, V, E))
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he S è una proprietà statisti
a dell'insieme (non si può de�nire S di unmi
rostato).Nel piano V −E (tras
uriamo per sempli
ità N) ad ogni punto 
orrisponde un valoredi S (ma
ros
opi
amente), ovvero di Ω→ S(Ω) (nella visione mi
ros
opi
a/statisti
a).
E

V

β(V, E)S(V, E)

Ω(V, E)

Figura 4.4: S dipende da (V, E) in quanto Ω dipende da (V, E)Se lo stato termodinami
o del sistema è 
aratterizzato dalle variabili (N, V, T ),le equazioni fondamentali 
ontengono il potenziale termodinami
o appropriato, non
S (N, V, E) ma A (N, V, T ); la rappresentazione mi
ros
opi
a è quella dell'insieme 
a-noni
o, in 
ui la quantità statisti
a 
aratterizzante non è Ω ma Q.C'è una perfetta 
orrispondenza tra Ω e Q nei due insiemi: entrambi sono la sommadelle probabilità dei mi
rostati, una quantità 
he misura l'e�etto 
omplessivo delladistribuzione dei mi
rostati, 
ioè la loro ripartizione.Le equazioni dell'insieme 
anoni
o (4.12), (4.11), (4.13) di
ono 
he la dipendenza di
A da N, V, T o da N, V, β è interpretabile mi
ros
opi
amente 
ome la dipendenza di Ada Q(N, V, β):

A = A (Q (N, V, β))Sul piano V − T (oppure V − β) ad ogni punto 
orrisponde un valore di A (ma
ro-s
opi
amente); o un valore di Q → A(Q, β) (statisti
amente). Le grandezze 
oniugate
S, p, µ possono essere ri
avate da A, β, V, N tramite Q; 
fr. ad esempio (4.14)
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V

Q(V, β)

S(V, β)

β

A(V, β)

Figura 4.5: A dipende da V, β in quanto Q dipende da V, β4.5 Insiemi mi
ro
anoni
o e 
anoni
o: approfondimen-ti ed esempi4.5.1 Le funzioni Ω e Q 
ome trasformate di Lapla
e nel 
asolimiteL'insieme mi
ro
anoni
o e l'insieme 
anoni
o, 
ome i diversi potenziali termodinami
i,sono due rappresentazioni diverse dello stesso sistema; quindi i risultati ottenuti 
onl'uno e 
on l'altro devono 
oin
idere per valori 
oin
identi delle 
ondizioni ma
ros
o-pi
he. In e�etti, nel limite N → ∞ i due sistemi 
oin
idono; vedremo subito 
he inquesto limite le �uttuazioni di E nell'insieme 
anoni
o si annullano. Si può intuire la
onnessione tra le due statisti
he an
he sotto un aspetto più generale.Immaginiamo di raggruppare, in Q, gli stati ν 
he hanno lo stesso livello di energia
El:

Q =
∑

ν(stati)

e−βEν

=
∑

l(livelli)

Ω(El)e
−βEldove abbiamo utilizzato il fatto 
he il numero degli stati Ω(El) è la degenerazione dellivello l. Se il sistema è grande, la spaziatura tra i livelli si annulla, e la somma si
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Q →

∫

dEΩ̄(E)e−βEdove abbiamo sostituito Ω → dΩ(E) = Ω̄(E)dE, 
on Ω̄(E) densità di stati. In unsistema di dimensioni in�nite Q 
i appare quindi 
ome la trasformata di Lapla
e di
Ω̄(E). Sappiamo dalla matemati
a 
he le trasformate di Lapla
e sono uni
he. Pertanto,
Q e Ω 
ontengono la stessa informazione.4.5.2 Fluttuazioni di E nell'insieme 
anoni
oSe il sistema termodinami
o è de�nito dalle variabili N, V, T (e dal potenziale termodi-nami
o A) si attribuis
e all'energia un valore de�nito: E = A−T

(

∂A
∂T

)

N,V
; ma il valoredi E, a rigore, �uttua per s
ambio 
on il bagno termi
o; nell'insieme 
anoni
o è de�nitosolo 
ome media: Emacrosc = 〈E〉.Tuttavia si può vedere 
he il valore (relativo) delle �uttuazioni di E è pi

olissimoin sistemi di dimensioni normali.La deviazione media dell'energia dal suo valore medio 〈E〉 è

〈

(δE)2〉 =
〈

(E − 〈E〉)2〉

=
〈

E2 − 2E 〈E〉+ 〈E〉2
〉

=
〈

E2
〉

− 2 〈E〉 〈E〉+ 〈E〉2

=
〈

E2
〉

− 〈E〉2Cal
olando le medie e tenendo presente 
he∑ν Eνe
−βEν = −

(

∂Q

∂β

)

N,V
e 
he∑ν E2

νe
−βEν =

(

∂2Q

∂β2

)

N,V
:

〈

E2
〉

− 〈E〉2 =
∑

ν

PνE
2
ν −

(

∑

ν

PνEν

)2

=
1

Q

∑

ν

E2
νe
−βEν − 1

Q2

(

∑

ν

Eνe
−βEν

)2

=
1

Q

(

∂2Q

∂β2

)

N,V

− 1

Q2

[

(

∂Q

∂β

)

N,V

]2

=

(

∂2 ln Q

∂β2

)

N,V
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〈

(δE)2
〉

=

(

∂2 ln Q

∂β2

)

N,V

= −
(

∂

∂β

(

−∂ ln Q

∂β

)

N,V

)

N,V

= −
(

∂ 〈E〉
∂β

)

N,VQuest'ultimo termine è 
hiaramente legato alla 
apa
ità termi
a CV =
(

∂〈E〉
∂T

)

N,V
, 
ioè

〈

(δE)2
〉

= kBT 2CV (4.16)Notiamo in
identalmente 
he questa formula ha un grande interesse in sé, per-
hé mostra 
he CV , 
he è la variazione dell'energia del sistema dovuta a una solle-
itazione esterna (l'aumento di temperatura) è direttamente legato all'intensità del-le �uttuazioni spontanee dell'energia stessa in un sistema non perturbato. Questo è
ollegato a un importante teorema della teoria della risposta lineare: il teorema di�uttuazione-dissipazione.Dall'ultima equazione ri
aviamo la variazione quadrati
a relativa delle �uttuazioni:
√

〈(δE)2〉
〈E〉 =

√
kBT 2CV

〈E〉Ora nel se
ondo membro notiamo 
he sia CV 
he 〈E〉 sono quantità estensive, 
ioèproporzionali al numero di parti
elle N . Pertanto la variazione relativa è proporzionalea N−
1

2 , 
ioè7
√

〈(δE)2〉
〈E〉 ∼ O

(

1√
N

)Per sistemi di dimensioni normali, N ∼ 1023, e le variazioni relative dell'energiadal suo valor medio sono quindi tras
urabili. La distribuzione dei valori di E è unafunzione di larghezza in�nitesima, e possiamo assumere 
he E = 〈E〉 prati
amente sututto l'insieme 
anoni
o.4.5.3 Interpretazione statisti
a di 
alore e lavoro8L'equazione statisti
a per l'energia del sistema
〈E〉 =

∑

ν

PνEν7Più pre
isamente (per
hé è importante la dimensione del prefattore): CV ∼ NkB, dunque ilnumeratore è ∼ √NkBT , o ∼ √Nǫ, dove ǫ è un'energia mole
olare. Il denominatore è ∼ Nǫ. Dunqueil rapporto ∼ 1√
N
.8
fr. [Gould and Tobo
hnik(2009)℄, sez 4.6



CAPITOLO 4. MECCANICA STATISTICA: L'INSIEME 59ha un'importanza fondamentale. Ad esempio, da essa possiamo ri
avare un analogostatisti
o dell'equazione fondamentale della termodinami
a in forma di�erenziale(2.4).Di�erenziando l'equazione pre
edente si ha
d 〈E〉 =

∑

ν

EνdPν +
∑

ν

PνdEν (4.17)Il se
ondo termine si può s
rivere
∑

ν

PνdEν =
∑

ν

Pν

(

∂Eν

∂V

)

N,S

dV = −〈p〉 dVe sostituendo
d 〈E〉 =

∑

ν

EνdPν − 〈p〉 dVDal 
onfronto di questa equazione 
on l'equazione fondamentale si ha
TdS =

∑

ν

EνdPνIn sostanza, nella (4.17) il primo termine è il termine entropi
o e rappresenta lavariazione di energia a valore 
ostante dei livelli energeti
i; mentre il se
ondo è il la-voro reversibile e rappresenta la variazione di energia a popolazione 
ostante dei livellienergeti
i. Fornendo 
alore al sistema modi�
o solo le popolazioni dei livelli,eseguendo lavoro modi�
o solo l'energia dei livelli.4.5.4 Trattazione di un sistema sempli
e, nei due insiemi stati-sti
iConsideriamo un sistema molto sempli
e: N parti
elle distinguibili 
ias
una delle qualipuò o

upare livello energeti
o 0 o ε. Un mi
rostato ν del sistema si può des
riverespe
i�
ando lo stato di 
ias
una parti
ella:
ν = (n1, n2, . . . , nN) , nj = 0, 1L'energia del sistema nello stato ν è

Eν =
N
∑

j=1

njεConsideriamo adesso l'insieme mi
ro
anoni
o 
orrispondente a un 
erto valore del-l'energia
E = mε
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rostati di questo livello (la sua degenerazione) è il numero di modidi s
egliere m oggetti su N :
Ω(E, N) =

N !

(N −m)!m!Possiamo 
al
olare entropia e temperatura in questo insieme:
S = kB ln Ω(E, N)e

β =

(

∂ ln Ω(E, N)

∂E

)

N

=
1

ε

(

∂ ln Ω(E, N)

∂m

)

NIn quest'ultima equazione abbiamo impli
itamente assunto 
he N sia su�
iente-mente grande da poter trattare Ω 
ome una funzione 
ontinua di m. Se an
he m èsu�
ientemente grande si può appli
are la famosa approssimazione di Stirling :
ln M ! ≈ M ln M −M (M grande) (4.18)per 
ui

∂ ln Ω

∂m
=

∂ ln N !
(N−m)!m!

∂m

= − ∂

∂m
[(N −m) ln (N −m) + m ln m]

= ln (N −m) +
(N −m)

(N −m)
− ln m− m

m

= ln
N −m

m

= ln

(

N

m
− 1

)La temperatura (re
ipro
a) è data quindi da
β =

1

ε
ln

(

N

m
− 1

)oppure
eβε =

(

N

m
− 1

)

m

N
=

1

1 + eβε
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ui possiamo trovare la relazione 
he lega β all'energia totale E:
E = mε = Nε

1

1 + eβεNotiamo 
he E = 0 a T = 0 (tutte le parti
elle sullo stato fondamentale), e per
T →∞ si ha E = Nǫ

2
(i due stati sono ugualmente popolati)Studiamo ora lo stesso sistema nell'insieme 
anoni
o.Per trovare la relazione tra β ed < E > (
ome sappiamo, in questo 
aso l'energianon è 
ostante sull'insieme) è 
onveniente passare attraverso la formula per A

−βA = ln Qe
< E >=

(

∂ (βA)

∂β

)

N,VSi parte 
al
olando la grandezza 
aratteristi
a dell'insieme, Q:
Q =

∑

ν

e−βEν

=
∑

n1, n2, . . . , nN = 0; 1

e−β(n1ε+n2ε+...)

=
∑

n1, n2, . . . , nN = 0; 1

e−n1βεe−n2βε . . .Considerando 
he 
ias
uno degli n1, n2, . . . , nN può assumere i due valori 0; 1,si 
apis
e 
he l'ultima sommatoria è il prodotto di N termini 
ias
uno dei quali vale
(

1 + e−βε
)

:

Q =
(

1 + e−βε
)NQuindi

−βA = ln
(

1 + e−βε
)N

= N ln
(

1 + e−βε
)e

< E > =

(

∂ (−βA)

∂(−β)

)

N,V

= N
εe−βε

(1 + e−βε)

= Nε
1

1 + eβεlo stesso valore ottenuto dall'insieme mi
ro
anoni
o.



Capitolo 5Altri insiemi statisti
i
5.1 Funzioni di ripartizione e potenziali termodinami-
i generalizzatiLe proprietà di altri insiemi statisti
i si ottengono 
on un ragionamento analogo aquanto fatto per l'insieme 
anoni
o.Vogliamo 
onsiderare un sistema in 
ui può �uttuare non solo E ma an
he un'altradelle variabili me

ani
he estensive 
he de�nis
ono lo stato termodinami
o e 
he ab-biamo sinteti
amente indi
ato 
on X. Queste variabili sono a

oppiate all'energia delsistema tramite una �forza� f nell'equazione fondamentale (2.5)

dE = TdS + f ·dXSupponiamo 
he tra le grandezze me

ani
he estensive solo una (X) sia variabile,e le altre (Y) no, e ris
riviamo l'equazione fondamentale in funzione dell� 'entropiaadimensionale�
S

kB

= ln Ω (E,X)
ome
d

(

S

kB

)

= βdE + ξdX (5.1)(
ioè abbiamo posto ξ = −βfX e non abbiamo in
luso il termine 
on fY · dY 
he ènullo per
hé dY = 0).
• Ad esempio, se X = V , allora ξ = βp e l'equazione fondamentale è

d

(

S

kB

)

= βdE + βpdV62
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• Oppure, se X = N , allora ξ = −βµ e l'equazione fondamentale è

d

(

S

kB

)

= βdE − βµdNNel sistema 
he stiamo 
onsiderando le variabili di stato termodinami
he evidentementenon sono più E,X (
he non sono �ssi) e Y, ma le grandezze 
oniugate β,ξ e Y.Ora pro
ediamo 
ome abbiamo fatto per il sistema a N, V, T (o N, V, β) e il 
orri-spondente insieme 
anoni
o. Immaginiamo 
he il sistema sia in 
ontatto 
on un serba-toio, questa volta non solo di E ma an
he di X (volume o parti
elle), il tutto isolato,in modo 
he il valore totale di E e di X del 
omplesso sistema+serbatoio si 
onservi.Si dimostra, analogamente a quanto si è fatto nel 
anoni
o, 
he nell'insieme statisti
orelativo a un tale sistema
Pν =

1

Z
e−βEν−ξXν

Z (β, ξ, Y ) =
∑

ν

e−βEν−ξXνIn base alla de�nizione di Z, il valore medio delle quantità 
he �uttuano è
〈E〉 =

∑

ν

PνEν = −
(

∂ lnZ

∂β

)

ξ,Y

〈X〉 =
∑

ν

PνXν = −
(

∂ ln Z

∂ξ

)

β,Ye possiamo per
iò s
rivere
d (ln Z) = −〈E〉 dβ − 〈X〉 dξLa funzione ln Z, 
he dall'equazione pre
edente appare de�nita 
ome funzione na-turale di (β, ξ), può essere meglio de�nita tenendo 
onto dell'equazione di Gibbs perl'entropia:

S = −kB

∑

ν

Pν ln Pν- equazione valida in tutti gli insiemi - da 
ui
S

kB

= ln Z + β 〈E〉+ ξ 〈X〉
he è 
oerente 
on l'equazione fondamentale (5.1).Se ris
riviamo l'ultima equazione 
ome
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ln Z =

S

kB

− β 〈E〉 − ξ 〈X〉 (5.2)vediamo 
he ln Z è la trasformata di Legendre 
he 
onverte S
kB

da funzione naturaledi (E, X) a funzione naturale di (β, ξ). Cioè, è il potenziale termodinami
o dell'insie-me statisti
o in 
ui �uttuano le grandezze estensive E e X e le variabili di stato 
hemodulano l'e�etto di queste �uttuazioni su S
kB
sono rispettivamente β e ξ.Vediamo 
he forma assume l'equazione (5.2) in vari 
asi.

• Nell'insieme 
anoni
o l'equazione fondamentale (5.1) non 
onteneva il termine
ξdX, quindi la funzione di ripartizione Q non 
ontiene il termine in ξ, e la (5.2)era sempli
emente ln Q = S

kB
− β 〈E〉 o

lnQ (N, V ; β)

β
= TS − 〈E〉 = −Adove le prime variabili 
he 
ompaiono nell'espressione del potenziale termodina-mi
o, prima del �;�, sono le variabili di stato estensive 
he non �uttuano e quindinon 
ompaiono espli
itamente nella de�nizione di Z.

• Nell'insieme isotermo-isobari
o dove �uttuano E e V mentre N è �sso si ha
ln Z (N ; p, β)

β
= TS − 〈E〉 − p 〈V 〉 = −G

• Nell'insieme gran 
anoni
o, dove �uttuano E e N mentre V è �sso, l' �energialibera� (il potenziale termodinami
o in unità di β−1, 
ioè di energia) è:
ln Z (V ; β, µ)

β
= TS − 〈E〉 − µ 〈N〉

= pVinfatti (per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee, 
fr [Chandler(1987)℄, p.23)
〈E〉 = TS − pV − µ 〈N〉5.2 �uttuazioni di V ,N , ...In modo totalmente analogo alla derivazione di

〈

(δE)2
〉

= −
(

∂ 〈E〉
∂β

)

N,V



CAPITOLO 5. ALTRI INSIEMI STATISTICI 65nell'insieme 
anoni
o, si può dimostrare 
he negli altri insiemi statisti
i
〈

(δX)2
〉

= −
(

∂ 〈X〉
∂ξ

)

β,YAd esempio, nell'insieme gran-
anoni
o:
〈

(δN)2
〉

= −
(

∂ 〈N〉
∂ (βµ)

)

β,V5.3 Con
lusionePossiamo riassumere quanto visto �no ad ora nel modo seguente:Un sistema termodinami
o è de�nito dalle variabili
• E o β

• X o ξ (X = V, N ; ξ = βp,−βµ)e da un potenziale termodinami
o: S(E, X) o la sua trasformata di Legendre 
he èfunzione naturale delle variabili di stato: A(β, X), G(β, βp), et
.A questo sistema 
orrisponde un insieme statisti
o sul quale è de�nita una fun-zione di ripartizione Z il 
ui logaritmo è direttamente proporzionale al potenzialetermodinami
o:
lnΩ (N, V, E) =

S

kB

ln Q (N, V, β)

β
= −A

ln Z (N, βp, β)

β
= −G

ln Z (µ, V, β)

β
= pV



Capitolo 6Fluttuazioni. Teorema del viriale
• 
al
olo mi
ros
opi
o della pressione

66



Capitolo 7Potenziale mole
olare
7.1 parte di valenza7.1.1 stret
hing7.1.2 bending7.1.3 torsioni proprie7.1.4 torsioni improprie7.2 parte non-legata7.2.1 elettrostati
a7.2.2 dispersivo-repulsiva7.3 forze a lungo raggio7.3.1 
ondizioni periodi
he al 
ontorno7.3.2 Metodo di Ewald
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Capitolo 8Metodi di minimizzazione eesplorazione della super�
ie dipotenziale
8.1 metodi lo
ali8.1.1 steepest des
ent8.1.2 
onjugate gradient8.2 metodi globali8.2.1 simulated annealing8.2.2 algoritmo geneti
o
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Capitolo 9Ri
hiami di me

ani
a 
lassi
a
• Formalismo di Newton
• Formalismo di Lagrange
• Formalismo di Hamilton
• 
onfronto tra i formalismi, 
on un esempio: 
oordinate polari
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Capitolo 10Integrazione delle equazioni del motonell'ensemble NVE
• Trasformazioni 
anoni
he e evoluzione dell'elemento di volume nello spazio dellefasi
• spazi 
ompressibili e non 
ompressibili
• Simmetria per inversione temporale e se
ondo prin
ipio: il teorema di �uttuazione
• Formalismo Liouvilliano per l'integrazione del moto
• Algoritmi simpletti
i
• Suddivisione del potenziale per l'integrazione a tempi multipli delle proteine
• Imposizione di 
onstraint di distanza
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Capitolo 11Dinami
a mole
olare a temperatura
ostante
11.1 Fluttuazioni dell'energia 
ineti
a nell'insieme 
a-noni
oPrima di des
rivere i metodi per simulare un sistema a temperatura 
ostante, è bene
hiarire 
osa si intende per �sistema a temperatura 
ostante�. In me

ani
a statisti
asi rappresenta questa situazione 
on un bagno termi
o di dimensioni in�nite 
on 
uiil sistema s
ambia energia; la temperatura è la risposta del bagno alle �uttuazionidi energia del sistema. Dato 
he il sistema s
ambia energia sotto forma di energia
ineti
a, è da aspettarsi 
he esista una relazione tra la temperatura e l'energia 
ineti
adel sistema, o quantomeno la sua media nell'insieme statisti
o appropriato, l'insieme
anoni
o.La media dell'energia 
ineti
a K del sistema è 
ollegata alla media del quadrato deimomenti pi. In un sistema monoatomi
o:

〈K〉 =
N 〈p2〉

2mSostituendo
〈

p2
〉

=

∫

p2e−β p2

m dp
∫

e−β
p2

m dp
=

3m

βsi ha
〈K〉 =

3N

2β
he è la ben nota relazione tra l'energia 
ineti
a media del sistema e la temperatura delbagno nell'insieme 
anoni
o. 71
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ie atomi
he sono più di una si ha
〈K〉 =

3

2β
(NA + NB) =

3N

2β
ioè lo stesso risultato.Consideriamo le �uttuazioni relative di K (
fr. [Frenkel and Smit(2002)℄1):
〈(δK)2〉
〈K〉2

=
1

N

〈(p2)2〉 − 〈p2〉2

〈p2〉2Sostituendo
〈

p4
〉

=

∫

p4e−β
p2

m dp
∫

e−β p2

m dp
=

15m2

β2si ottiene
〈(δK)2〉
〈K〉2

=
1

N

(15− 9)
(

m
β

)2

9
(

m
β

)2 =
2

3NNotiamo dunque 
he nell'insieme 
anoni
o di un sistema di dimensioni �nite l'ener-gia 
ineti
a del sistema �uttua intorno alla sua media. Questo an
he se la temperatura(del bagno) è 
ostante.Dunque, s
hemi di 
al
olo 
he tengano 
ostante (o s
alino regolarmente) l'energia
ineti
a del sistema non sono in generale una buona rappresentazione dell'insieme 
a-noni
o. Soprattutto non è 
orretto utilizzarli per il 
al
olo di proprietà di equilibriolegate a �uttuazioni.11.2 Metodi per simulare un sistema nell'ensembleNVTIn MD si risolvono le equazioni del moto di un sistema ad E = cost. Come si puòpensare di appli
are lo stesso s
hema per fare una simulazione di un sistema in 
ui Enon è 
ostante, 
ome un sistema a T = cost?
• Metodi sto
asti
i (Andersen)
• Metodi del sistema esteso o della Lagrangiana estesa (Nosé)Nei metodi sto
asti
i, si rappresenta l'interazione del sistema 
on il bagno termi
o,
aratteristi
a dell'insieme 
anoni
o, 
on urti sto
asti
i tra il sistema e forze impulsive1Considerare 
he 〈

K2
〉

=
〈(

∑

i
p2

i

2m

)(

∑

j

p2

j

2m

)〉

= 1
4m2

〈

∑

i p4
i +

∑

i p2
i

∑

j 6=i p2
j

〉

=
1

4m2

(

N
〈

p4
〉

+ N (N − 1)
〈

p2
〉 〈

p2
〉)
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he alterano la velo
ità di una mole
ola o di un gruppo di mole
ole s
elte 
asualmente.Tra un urto e l'altro il sistema si evolve se
ondo la normale dinami
a hamiltoniana. Sipuò dimostrare 
he questo metodo genera una distribuzione 
anoni
a.Nei metodi del sistema esteso si des
rive la dinami
a del 
omplesso (sistema+bagno)nell'insieme mi
ro
anoni
o assegnando al bagno un'uni
a 
oordinata aggiuntiva, a

op-piata 
on le 
oordinate del sistema, e si dimostra 
he an
he in questo 
aso il sistemasegue una distribuzione 
anoni
a. Lo esaminiamo in dettaglio nella sezione seguente.11.3 Metodo a Lagrangiana estesa (Nosé)Il bagno termi
o si rappresenta 
on una 
oordinata �ttizia. Si deve quindi usare ilformalismo di Lagrange, adatto a 
oordinate generalizzate.Si postula la seguente Lagrangiana del Sistema Esteso:
LSE =

∑ 1

2
mis

2ṙ2
i − U(r) +

Qṡ2

2
− L

β
ln s (11.1)dove r sono le 
oordinate reali delle mole
ole, 
he qui sono a

oppiate 
on la 
oordinataaggiuntiva s 
he rappresenta il bagno termi
o; Q svolge il ruolo inerziale di una massa,

L è un parametro da �ssare in seguito.Notazione sinteti
a: tras
uriamo di indi
are l'indi
e i sulla sommato-ria, e indi
hiamo in forma vettoriale (r) l'insieme delle 3N 
oordinatedelle mole
ole.Si s
rive poi l'Hamiltoniano, dal quale si ri
avano le equazioni del moto, e 
he è unaquantità 
onservata. Se
ondo la pro
edura standard si ri
avano
pi ≡

∂L
∂ṙi

= s2miṙi

ps ≡
∂L
∂ṡ

= Qṡ (11.2)e si s
rive l'Hamiltoniano
HSE =

∑ p2
i

2mis2
+ U(r) +

p2
s

2Q
+

L

β
ln s (11.3)Questo Hamiltoniano si può separare fa
ilmente introdu
endo la trasformazione

p′ =
p

sin modo 
he
HSE = H (p′, r) +

p2
s

2Q
+

L

β
ln s
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H (p′, r) =

∑ (p′i)
2

2mi

+ U(r)Anti
ipiamo 
he questo è l'Hamiltoniano reale, 
ioè delle 
oordinate reali delle parti
elle;
ioè 
he p′ è il momento reale delle parti
elle.La dinami
a del sistema esteso si svolge nell'insieme mi
ro
anoni
o nelle (6N + 2)variabili. Cal
oliamo la funzione di ripartizione in questo insieme mi
ro
anoni
o delsistema esteso:
ZSE =

1

N !

∫

dr dp ds dpsδ (HSE −E)Questa funzione2 di fatto 
onta il numero degli stati 
he hanno energia E. Il fattore
(N !) si appli
a per sistemi di parti
elle indistinguibili.Col 
ambio di variabile l'elemento di volume diventa (moltipli
ando per lo Ja
obianodella trasformazione) dp = ∂(p)

∂(p′)
dp′ = s3Ndp′

ZSE =
1

N !

∫

dr dp′ ds dps s3N δ (HSE − E)Ora si fanno al
une manipolazioni matemati
he. Usando la proprietà
δ [h (s)] =

δ (s− s0)

h′(s)
on s0 radi
e uni
a di h, si ottiene
h (s0) = 0 = H (p′,r) +

p2
s

2Q
+

L

β
ln s0 − E

s0 = e
− β

L

„

H(p′,r)+ p2
s

2Q
−E

«

h′ (s) =
L

βs

δ (HSE −E) = s
β

L
δ

(

s− e
− β

L

„

H(p′,r)+
p2
s

2Q
−E

«)Sostituendo il valore di δ si ha
ZSE =

1

N !

∫

dr dp′ ds dps s3N+1 β

L
δ

(

s− e
− β

L

„

H(p′,r)+
p2
s

2Q
−E

«)2può darsi 
he man
hi un fattore davanti ( tipo E0

h3N ) ma ai nostri �ni non importa
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ZSE =

1

N !

β

L

∫

dr dp′ dps e
−(3N+1) β

L

„

H(p′,r)+
p2
s

2Q
−E

«
he si può s
rivere separando il termine indipendente dalle variabili di integrazione el'integrale dipendente da ps, dall'integrale rispetto a p′, r:
ZSE =

1

N !

{

β

L
e(3N+1) β

L
(E)

∫

dps e
−(3N+1) β

L

„

p2
s

2Q

«}

∫

dr dp′ e−(3N+1) β
L

(H(p′,r))

=
1

N !
C

∫

dr dp′ e−(3N+1) β
L

(H(p′,r))Se poniamo
L = 3N + 1si ha

ZSE =
1

N !
C

∫

dr dp′ e−β(H(p′,r))
he 
ome si vede subito è proporzionale alla funzione di ripartizione 
anoni
a.Per pre
isare questo 
on
etto, 
onsideriamo la media nell'insieme mi
ro
anoni
o delsistema esteso di una quantità 
he dipende solo da p′, r (le variabili dinami
he reali):
〈A (p′, r)〉SE =

1

ZSE

∫

dr dp′ ds dps s3N δ (HSE − E) A(p′, r)L'integrale si ottiene nello stesso modo in 
ui si è ottenuto ZSE, e si ha
〈A (p′, r)〉SE =

C

C

∫

dr dp′ e−β(H(p′,r)) A(p′, r)
∫

dr dp′ e−β(H(p′,r))

=

∫

dr dp′ e−β(H(p′,r)) A(p′, r)

ZNV T

= 〈A (p′, r)〉NV T
ioè le grandezze �si
he reali sono distribuite se
ondo una distribuzione 
anoni
a. Èquello 
he si voleva dimostrare.11.3.1 relazione tra variabili virtuali e realiAbbiamo visto 
he la Lagrangiana di Nosé genera una distribuzione 
anoni
a del sistemareale de�nito dalle variabili reali
r′ = r

p′ =
p

s
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he nella Lagrangiana (11.1) il primo termine, l'energia 
ineti
a dellemole
ole, ha la forma 
orretta nelle variabili reali solo se il tempo reale è
t′ =

t

spoi
hé in questo modo
ṙi ≡

d

dt
ri =

1

s

d

dt′
r′ie

∑ 1

2
mis

2ṙ2
i =

∑ 1

2
mi

(

dr′i
dt′

)2Notiamo an
he 
he l'Hamiltoniano reale è invariante rispetto alla trasformazione
s→ αs; t→ αt. Se infatti fa

iamo questa trasformazione nella (11.3), si ottiene

ṙ → 1

α
ṙ

p → mα2s2 1

α
ṙ = mαs2ṙ = αp

p2 → α2p2

p2

s2
→ p2

s2Dunque la variabile temporale reale non può essere t, ma
t′ =

t

sCioè, s è un fattore di s
ala del tempo reale. Questo signi�
a 
he durante unasimulazione del sistema esteso, il tempo del sistema reale �uttua, per
hé s varia. In untime step virtuale ∆t, il sistema reale 
ompie un time step di ∆t
s
.In 
on
lusione le variabili dinami
he reali sono legate a quelle del sistema esteso, o�virtuali�, dalle

r′ = r

p′ =
p

s
s′ = s (11.4)
p′s =

ps

s

t′ =
t

s
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oordinate virtuali e realiLe equazioni del moto nel sistema esteso si ri
avano dall'Hamiltoniano in 
oordinatevirtuali (11.3):
dri

dt
=

∂H
∂pi

=
pi

mis2

dpi

dt
= − ∂H

∂ri

= −∂U(r)

∂ri

(11.5)
ds

dt
=

∂H
∂ps

=
ps

Q

dps

dt
= − ∂H

∂s
=
∑ p2

i

mis3
− L

βsTuttavia, 
ome abbiamo visto, da un punto di vista del 
al
olo non è fa
ile integrarequeste equazioni rispetto al tempo virtuale t, 
he è variabile. È 
onveniente s
riverle infunzione delle variabili reali r′, p′, s′, p′s, t′ (11.4) e integrarle nel tempo reale t′. Tenendopresente 
he d
dt′

= s d
dt
dalle 11.5 si ri
ava:

dr′i
dt′

= sdri

dt
=

pi

mis
=

p′i
mi

dp′i
dt′

= s d
dt

(

pi

s

)

= s

[

1

s2

(

s
dpi

dt
− pi

ds

dt

)]

= −∂U(r)
∂ri
− 1

s
pi

ps

Q
= −∂U(r′)

∂r′i
− p′i

s′p′s
Q

1

s′
ds′

dt′
= s

s′
d
dt

s =
ps

Q
=

s′p′s
Q

d (s′p′s)

dt′
= s d

dt

(

sps

s

)

= s
d

dt
ps =

∑ p2
i

mis2
− L

β
=
∑ (p′i)

2

mi

− L

βNelle ultime due equazioni inve
e 
he s
rivere le derivate rispetto a s′, p′s ho fattoal
une modi�
he 
he permettono di arrivare a formule più sempli
i. In ogni 
aso daquattro equazioni ne ho ri
avate altre quattro nelle 
inque variabili.Riassumendo:
dr′i
dt′

=
p′i
mi

dp′i
dt′

= −∂U(r′)

∂r′i
− p′i

s′p′s
Q

(11.6)
1

s′
ds′

dt′
=

s′p′s
Q

d (s′p′s)

dt′
=

∑ (p′i)
2

mi

− L

β



CAPITOLO 11. DINAMICA MOLECOLARE A TEMPERATURA COSTANTE 78L'Hamiltoniano del sistema esteso (11.3) s
ritto nelle variabili reali è
H ′SE =

∑ (p′i)
2

2mi

+ U(r′) +
(s′)2 (p′s)

2

2Q
+

L

β
ln s′ (11.7)Questa è una quantità 
onservata nel sistema esteso. Notare bene però 
he nonè un Hamiltoniano �vero� nelle variabili reali, nel senso 
he non si possono ri
avarele equazioni del moto tipo (11.6) dalla (11.7) (ad esempio, l'equazione per dp′i

dt′
). Latrasformazione da 
oordinate virtuali a reali (11.4) non è una trasformazione 
anoni
a.11.3.3 Formulazione di Nosé-HooverLe equazioni del moto in 
oordinate reali (11.6) e l'Hamiltoniano (11.7) suggeris
onoun'ulteriore trasformazione:

η = ln s′

pη = s′p′sSi può veri�
are 
he pη = ∂L
∂η̇
.Infatti: la Lagrangiana in funzione di r′,η e t′ è

L =
∑ 1

2
miṙ′

2

i − U(r) +
Qη̇2

2
− L

β
η
he si ottiene dalla (11.1) usando

dri

dt
=

1

s

dr′i
dt′

ds

dt
=

1

s

ds′

dt′
=

1

s′
ds′

dt′
=

d (ln s′)

dt′
=

dη

dt′Dalla Lagrangiana si ri
ava
pη ≡

∂L
∂η̇

= Qη̇ = Q
ṡ′

s′
=

Q

s

ds′

dt′
= Q

ds

dt
= ps = s′p′sdove la penultima uguaglianza deriva dalla de�nizione di ps (11.2).Con questa trasformazione le equazioni del moto diventano (levando gli api
i per 
hiarezza
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ando 
ol punto le derivate rispetto a t′)
ṙi =

pi

mi

ṗi = −∂U(r)

∂ri

− pipη

Q
(11.8)

η̇ =
pη

Q

ṗη =
∑ p2

i

mi

− L

βe l'Hamiltoniano è
HNH =

∑ p2
i

2mi

+ U(r) +
p2

η

2Q
+

L

β
η (11.9)Queste equazioni sono usate nei programmi di 
al
olo di dinami
a mole
olare. No-tare 
he le derivate sono rispetto al tempo reale t′, quindi il time-step è �sso. Si puòdimostrare (
fr. [Frenkel and Smit(2002)℄) 
he per ottenere le 
orrette medie di insiemesi deve porre L = 3N inve
e 
he (3N + 1).La terza equazione, quella in η, è a rigore ridondante, per
hé le altre tre formano unset 
ompleto. Però può servire, in una simulazione, 
al
olare 
omunque η a ogni stepper ri
avare l' �Hamiltoniano� HNH dalla (11.9) e veri�
are 
he esso si 
onserva.11.3.4 E�etto termostati
o nel sistema estesoLa se
onda e la quarta equazione di Nosé-Hoover (11.8) esprimono in modo 
hiarol'a

oppiamento tra p e pη. Infatti, se

∑ p2
i

mi

>
L

β
ioè se l'energia 
ineti
a è maggiore del suo valor medio
∑ p2

i

2mi

>
3N

2βallora si ha
ṗη > 0
ioè, il sistema è a

elerato lungo la variabile estesa η. Ma se pη aumenta, la se
ondaequazione di Nosé-Hoover

ṗi = −∂U(r)

∂ri

− pipη

Q
(11.10)tende a fare diminuire i pi > 0 e a fare aumentare i pi < 0. In entrambi i 
asi |pi|diminuis
e, e quindi diminuis
e l'energia 
ineti
a reale ∑ p2

i

2mi
.
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eversa si ha se l'energia 
ineti
a è minore del suo valor medio. Si ha quindi une�etto termostati
o.Si può vedere questo e�etto 
ome un attrito: si vede dalla (11.10) 
he la quantità
pη

Q
svolge il ruolo di un �
oe�
iente di attrito� nei 
onfronti del moto della i-esima
oordinata, 
oe�
iente 
he tende a 
res
ere o diminuire a se
onda 
he l'energia 
ineti
asia maggiore o minore della media termodinami
a.11.3.5 Ruolo del parametro inerziale QL'e�etto termostati
o appena visto è mediato dal parametro Q presente nell'equazione(11.10), 
he rappresenta l'inerzia del bagno termi
o. Più basso è il valore di Q, piùrapidamente os
illa l'energia 
ineti
a del sistema reale; queste os
illazioni si smorzanopo
o e l'equilibratura può essere ine�
iente. Al 
ontrario, alti valori di Q 
ausano unarisposta lenta ma e�
ientemente smorzata; al limite Q → ∞ non 
'è a

oppiamentotra sistema e bagno termi
o e si ri
ade nella dinami
a mole
olare normale.Naturalmente Q non ha e�etto sulla distribuzione delle energie 
ineti
he, o dellevelo
ità, mole
olari 
he dipendono solo da β:

P (p) ∝ e−β p2

m11.3.6 Signi�
ato �si
o del termine aggiuntivo nell'Hamiltonia-na di Nosé-HooverSi dimostra 
he il 
alore trasferito al sistema è dato dalla variazione del termine ag-giuntivo nell� 'Hamiltoniana� di Nosé-Hoover (11.9)
∆Q =

p2
η (t)

2Q
−

p2
η (0)

2Q
+

L

β
η (t)− L

β
η (0)
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Figura 11.1: E�etto del parametro Q (da [Frenkel and Smit(2002)℄)



Capitolo 12Metodi di non-equilibrio per il 
al
olodella stabilità
12.1 Teorema di �uttuazione di Crooks e uguaglianzadi JarzynskiRiportiamo qui un riepilogo delle formule fondamentali.La probabilità 
omposta di prendere un mi
rostato A dal ma
rostato A (
on 
am-pionamento 
anoni
o) e di arrivare al mi
rostato B appartenente al ma
rostato B staalla probabilità inversa 
ome:

P (A→ B)

P (A← B)
= eβ[WAB−∆G]dove WAB è il lavoro fatto sul sistema nella trasformazione A→ B. Le due probabilitàdiventano uguali quando la trasformazione viene fatta in un tempo in�nitamente lungo,
ioè in modo reversibile, e WAB = ∆G.Riunendo tutti i pro
essi tra tutti i mi
rostati A e B ad ugual lavoro W si puòri
avare:

PA→B (W )

PA←B (−W )
= eβ[W−∆G]o

PA→B (W ) e−βW = PA←B (−W ) e−β∆Gda 
ui si ri
ava l'uguaglianza di Jarzynski
e−β∆G = e−βWdove () è una media (di non equilibrio) su tutte le trasformazioni A → B82



CAPITOLO 12. METODI DI NON-EQUILIBRIO PER IL CALCOLO DELLA STABILITÀ83Quest'ultima uguaglianza è però po
o utilizzabile da un punto di vista del 
al
oloper
hé nella media
∑

e−βWidove la funzione è alta (basso Wi) 
'è una 
attiva statisti
a, siamo sulla 
oda (sinistra)della distribuzione; po
hi punti situati a 
aso possono falsare di molto il risultato. Èmeglio allora approssimare la distribuzione 
on una funzione di �t.Nel 
aso 
he le distribuzione PA→B (W ) sia gaussiana la media può essere 
al
olataanaliti
amente e si ha
∆G = W − βσ2

2



Capitolo 13Metodi Monte Carlo
13.1 Cal
olo di medie termodinami
heCome abbiamo notato all'inizio del 
orso, l'obiettivo fondamentale delle simulazioni disistemi di mole
ole è il 
al
olo di una grandezza A osservabile 
ome media, temporaleo d'insieme:

Aobs =

{

Ā = 1
T

∫ T
A (Γ (t)) dt

〈A〉 =
∫

ρ (p,q) A (p,q) dpdqNell'ipotesi ergodi
a, le due medie 
oin
idono.Le te
ni
he di dinami
a mole
olare (MD) viste �nora permettono di 
al
olare Ā;esse hanno il vantaggio di in
ludere la dinami
a del sistema e quindi permettono di
al
olare an
he quantità dipendenti dal tempo. Abbiamo solo a

ennato a te
ni
heper il 
al
olo di medie d'insieme 〈A〉; il vantaggio di queste ultime è, per 
onverso,quello di non essere limitate dalla dinami
a e quindi di potere esplorare regioni 
heuna dinami
a in tempi limitati non ries
e ad esplorare. Queste ultime te
ni
he vanno
onvenzionalmente sotto il nome di te
ni
he Monte Carlo (MC), per
hé sono basate suun 
ampionamento 
asuale (ma, 
ome vedremo, ben orientato) dello spazio delle fasi.Notiamo 
he il valore della funzione di peso ρ nella de�nizione di 〈A〉 è normalizzato
∫

ρ (p,q) dpdq = 1e 
orrisponde alla distribuzione di probabilità nell'insieme statisti
o di interesse; adesempio (a meno di fattori dimensionali)
ρNV E =

δ (H (p,q)− E)

Ω

ρNV T =
e−βH(p,q)

Z84



CAPITOLO 13. METODI MONTE CARLO 85
on
Ω =

∫

δ (H (p,q)− E) dpdq

Z =

∫

e−βH(p,q)dpdqLe te
ni
he MC si appli
ano tipi
amente all'insieme NV T , mentre hanno s
arsa ap-pli
azione sull'insieme NV E. La ragione è 
he lo strumento più adatto per 
ampionareun sistema a E 
ostante sono le te
ni
he MD!13.2 Partizionamento dell'energia: medie 
on�gura-zionaliSi vede dalla sua de�nizione 
he per il 
al
olo di 〈A〉 non o

orre 
onos
ere il motodelle mole
ole, 
ioè la traiettoria temporale delle variabili dinami
he p,q, ma solo laloro distribuzione.Un'importante sempli�
azione si ha se siamo interessati a una proprietà struttu-rale del sistema, 
ome g(r), 
onformazioni di ma
romole
ole, et
., 
ioè se A dipen-de solo dalle posizioni: A = A (q). Infatti nei sistemi 
onservativi l'uni
o terminedell'Hamiltoniano 
he dipende dalle posizioni è l'energia potenziale:
H (p,q) = K (p) + V (q)e la media di A si può partizionare tra momenti e posizioni:

〈A (q)〉 =

∫

dpe−βK(p)
∫

dqe−βV (q)A (q)

ZIl primo integrale è noto, per
hé
K =

N
∑

i

p2
i

2mi
on p2
i = p2

ix +p2
iy +p2

iz, e quindi si ha un prodotto di 3N integrali indipendenti 
ias
unodei quali vale
∫

e
−β

p2

2mi dp =

√

2πmi

βIl 
al
olo della media si ridu
e al 
al
olo dell'integrale 
on�gurazionale
〈A (q)〉 =

C

Z

∫

dqe−βV (q)A (q)

=

∫

dqe−βV (q)A (q)
∫

dqe−βV (q)
(13.1)Ora, nei 
asi di interesse V (q) non è noto analiti
amente e quindi la media va
al
olata in modo numeri
o.
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olo numeri
o di medieNel 
al
olo della media (13.1) 
on metodi numeri
i si possono vedere subito due grossiproblemi:1. Il numero di variabili è enorme, un 
ampionamento regolare o uniforme èimpossibile an
he per le dimensioni usuali di un box di simulazioneInfatti se
• si 
onsiderano 3N 
oordinate
• si divide il 
ampo di esistenza di 
ias
una in m intervalli uguali di 
ampio-namentoil numero di 
ampionamenti 
he si deve fare è dell'ordine di

m3N
ioè, per N = 1000 e m = 10 (una s
elta prudente) se ne devono fare
1030002. Il valore della media è determinato essenzialmente dal valore di A in unaporzione molto ristretta dello spazio 
on�gurazionale, porzione 
he ris
hia dinon essere 
ampionata.Si può 
al
olare (
fr. [Frenkel and Smit(2002)℄) 
he in un sistema di 100 sfererigide vi
ino al punto di 
ongelamento solo una 
on�gurazione su 10260 non dàenergia in�nita e quindi ρ = 0.La soluzione potrebbe essere quella di fare un �
ampionamento se
ondo importanza�(importan
e sampling) 
ioè 
ampionare A più a

uratamente (
on più punti) là dove lasua probabilità è maggiore. In altre parole:inve
e di 
ampionare A a 
aso e pesarla 
on e−βV

Z
, 
ampionare Ase
ondo e−βV

Z
e pesarla uniformemente.13.4 Importan
e sampling per il 
al
olo di medie13.4.1 Un esempio illustrativoPrima di des
rivere meglio l'importan
e sampling per il 
al
olo di medie, proviamo a
hiarire 
on un esempio1.1Questo esempio è tratto da una lezione di James Kindt [Kindt()℄
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al
olare l'età media dei vin
itori di lotteria.La misura esatta è
〈a〉 =

tutti gli italiani
∑ eta× numero di biglietti
∑numero di bigliettiNotare 
he dato 
he il vin
itore è sempre s
elto a 
aso, l'età media dei vin
itori è lamedia delle età dell'a
quirente di 
ias
un biglietto.Questa misura è troppo fati
osa.La stima 
on un 
ampionamento 
asuale è

〈a〉 ≈

N italiani
∑ eta× numero di biglietti
∑numero di bigliettiAn
he 
on questo 
ampionamento si spre
a un sa

o di tempo, per
hé la maggio-ranza delle N persone intervistate non ha 
omprato un biglietto (la funzione peso ènulla).Con l'importan
e sampling si 
ontano solo quelli 
he hanno 
omprato un biglietto;si prende un 
ampione di M biglietti e si 
al
ola

〈a〉 ≈

M biglietti
∑ eta dell'a
quirente

MNotare 
he l'a
quirente di più biglietti può essere 
ontato più volte. Si 
ampiona uni-formemente, 
ioè, non la popolazione in generale (lo spazio 
on�gurazionale) ma lafunzione di peso (la probabilità degli stati).Questo esempio evidenzia la 
aratteristi
a fondamentale dell'importan
e sampling:
ampionare su un dominio diverso da quello in 
ui è de�nita naturalmente la grandezza(non il dominio delle persone, ma quello dei biglietti), s
egliendo un dominio in 
ui lafunzione di peso è più regolare; al limite, 
ampionare direttamente nel dominio dellafunzione di peso. Un requisito essenziale è potere misurare la grandezza di interesse(l'età) an
he nel nuovo dominio; ovvero 
onos
ere la relazione 
he lega la variabile delnuovo dominio a quella del ve

hio, 
he è la variabile naturale della grandezza (
ioè,potere risalire dal biglietto all'a
quirente e quindi alla sua età); se questa relazione non ènota a priori o

orrerà trovare un modo per 
ostruire questa informazione a posteriori.13.4.2 Caso generaleIl valore di aspettazione di una grandezza A de�nita su un 
erto dominio è
Ê (A) = 〈A · p〉



CAPITOLO 13. METODI MONTE CARLO 88dove 〈〉 è la media sul dominio, e A e p sono il valore della grandezza ed il suo pesostatisti
o in ogni punto del dominio; p è un peso a media normalizzata:
〈p〉 = 1(infatti per una 
ostante α deve essere Ê (α) = α 〈p〉 = α)Per A de�nita su un dominio 
ontinuo {x} e su un dominio dis
reto {i} si harispettivamente:

〈A · p〉 =

∫

A(x)p(x) dx

〈A · p〉 =
1

N

N
∑

Aipi
on
∫

p(x) dx = 1

1

N

N
∑

pi = 1In entrambi i 
asi, si può fare una stima s
egliendo uniformemente un 
ampione di
n punti sul dominio (xi → i;A (xi)→ Ai;p (xi)→ pi):

〈A · p〉 ≈ 1

n

n
∑

i

Aipi (13.2)
on
1 =

1

n

n
∑

i

piL'a

uratezza della stima è misurata dalla varianza della media s2 (da non 
onfon-dere 
on la varianza dei dati, σ2).Si dimostra (vedi (??)) 
he s2 = σ2

n

ioè

s2
n ≈

1

n

(〈

(A · p)2〉− 〈A · p〉2
) (13.3)

=
σ2 (A · p)

n
(13.4)Da quest'ultima equazione si vede 
he l'errore sulla media è alto se è alta lavarianza del prodotto A · p, per esempio se p varia molto sul dominio mentre

A varia po
o.
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e sampling è 
ambiare il dominio su 
ui si esegue il 
am-pionamento in modo da ridurre la varianza della media.È infatti possibile misurare Ê (A) an
he su un altro dominio, su 
ui i pesi sono
ostanti. Vediamolo nel 
aso del dominio 
ontinuo: si può porre2
p(x)dx = dPe

a (P ) = A (x (P ))In questo modo
∫

A(x)p(x)dx =

∫

a(P )dP(notare 
he l'integrale a destra è esteso al dominio {P} = P ({x})) e la stima su n puntidiventa
〈a〉 ≈ 1

n

n
∑

j

aj (13.5)dove il 
ampionamento è uniforme su {P}.In questo modo la varianza della media su n punti è
s2

n ≈
1

n

(〈

a2
〉

− 〈a〉2
)

=
σ2 (a)

n

=
σ2 (A)

n
he, a parità di n, è molto minore di quella data dalla (13.3) nel 
aso 
he A vari po
oe p vari molto sul dominio.Nel 
aso del dominio dis
reto si arriva alla stessa formula (13.5). Infatti, se nelnuovo dominio, di dimensione M , si pone
p =

N

M
Pu

P̃A = a2Notare 
he p(x) = dP
dx

è la densità di P su x, e vi
eversa P (x) =
∫ x

0
p(y)dy.L'espressione di x = x (P ) si ha invertendo quest'ultima equazione



CAPITOLO 13. METODI MONTE CARLO 90
on u vettore unitario di lunghezza M , e P matri
e N ×M3, il valore della media è
〈A · p〉 =

1

N

N
∑

Aipi =

=
Ã · p
N

= Ã·P·u
N

=
ã · u
M

=

=
1

M

M
∑

aj = 〈a〉Vediamo la 
orrispondenza delle due stime (13.2) e (13.5) 
on le analoghe formuleri
avate per l'esempio dell'età media dei vin
itori di lotteria.È da notare 
he i metodi di 
ampionamento 
ome quelli des
ritti permettono di
al
olare valori medi di una grandezza. Se siamo interessati a valori totali (somme ointegrali) lo si può fare soltanto se si 
onos
e il rapporto tra le dimensioni del 
ampionee quelle del totale.13.4.3 CommentoPer potere eseguire un importan
e sampling bisogna 
onos
ere la trasformazione tra idue domini: x = x(P ) oppure P.13.5 Importan
e-Biased Random WalkConsideriamo ora il problema 
he avevamo anti
ipato. Per potere appli
are l'impor-tan
e sampling bisogna poter
• 
ampionare uniformemente lo spazio della funzione di distribuzione, nel nostro
aso p ∝ e−βV (q)3Per �ssare le idee, torniamo nel 
aso della lotteria, ad esempio 
on due persone di 35 e 68 anni 
hehanno 
omprato rispettivamente 2 e 3 biglietti; si ha

A =

(

35
68

)

p =
2

5
×
(

2
3

)

P =

(

1 1 0 0 0
0 0 1 1 1

)

a =













35
35
68
68
68












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• 
al
olare A = A(x(P )), 
ioè potere invertire la funzione P (x)→ x(P ).Nel nostro 
aso la se
onda 
ondizione signi�
a 
al
olare A 
ome funzione di q (V ); maquesto non è possibile, sia per
hé V (q) non è noto analiti
amente, sia per
hé 
omunquenon è una funzione invertibile (
i sono molti q 
orrispondenti ad un 
erto valore di V ).Non abbiamo altra s
elta 
he generare delle 
on�gurazioni q1,q2, . . . e 
al
olarei V , e quindi i p, 
orrispondenti; dobbiamo 
er
are di farlo in modo da 
ampionareuniformemente su p. Il problema è: 
ome fare a sapere prima quali sono le regioni di qdove il valore della funzione è alto, 
ioè βV (q) è basso?La soluzione è 
ostruire la distribuzione a posteriori.Cioè:
• generare una sequenza 
asuale (random walk) di punti q, uno dopo l'altro
• ma orientata se
ondo l'importanza (importan
e-biased) in modo tale 
hela distribuzione dei punti tenda alla distribuzione voluta.Lo s
hema è il seguente:
• si parte da un punto a probabilità P (o) = e−βVo

Z

• si salta a 
aso verso un nuovo punto n 
on energia Vn

• si a

etta il nuovo punto 
on una 
erta probabilità di transizione π (o→ n); senon si a

etta, si torna in o

• si 
al
ola il valore della grandezza di interesse nel nuovo punto e si aggiorna lamedia
• si ripete la ri
er
a del prossimo puntoIn questo modo si genera una sorta di �traiettoria�. Non è una traiettoria �si
a, 
omenelle simulazioni di MD. Il vantaggio di muoversi a 
aso è 
he si evita di rimanereintrappolati in bu
he di potenziale.È evidente 
he il nodo del problema è la s
elta di π (o→ n) in modo tale da rispettarela distribuzione di probabilità voluta.Notare 
he abbiamo s
elto uno s
hema in 
ui la probabilità di transizione verso n,per un dato n, dipende solo da o; non da tutta la storia pre
edente. Uno s
hema diquesto genere è detto 
atena di Markov.



CAPITOLO 13. METODI MONTE CARLO 9213.5.1 Probabilità di transizioneVogliamo generare una traiettoria tale 
he dopo un numero su�
iente di mosse la fre-quenza 
on 
ui ogni stato è stato visitato sia proporzionale alla funzione di distribuzionetermodinami
a.Immaginiamo di asso
iare ad ogni punto dello spazio 
on�gurazionale una 
opiadel sistema, e di muovere 
ias
una di queste 
opie se
ondo una (diversa) traiettoriaMonte Carlo. Ad ogni passo si modi�
a la popolazione P (o) di 
ias
un punto o (al
une
opie del sistema entrano, altre es
ono). Dopo un 
erto numero di passi si raggiungeuna 
ondizione di equilibrio, in 
ui P (o) è stazionaria, 
ioè non 
ambia più (lo si puòdimostrare per una 
atena di Markov). Da questo punto in poi la popolazione dellostato o non 
ambia più: ad ogni passo, tante 
opie es
ono quante ne entrano. Espressoformalmente:
P (o)

∑

i

π (o→ i) =
∑

j

P (j) π (j → o) (13.6)(il numero di 
opie 
he entrano è dato dal numero di 
opie 
he sono in 
ias
uno stato jmoltipli
ato per la probabilità di andare da j a o, il tutto sommato su tutti i possibilistati j).L'equazione (13.6) esprime la ne
essità di un bilan
iamento della somma dei �ussi.Un 
aso parti
olare è quando si ha un bilan
iamento dettagliato di 
ias
un �ussoda o a n e vi
eversa:
P (o)π (o→ n) = P (n) π (n→ o) (13.7)Questa 
ondizione di bilan
io dettagliato non è ne
essaria, ma rende più sempli
e ladeterminazione di π (o→ n) per un dato P (o) voluto (nel nostro 
aso, P (i) ∝ e−βVi).Deve infatti essere

π (o→ n)

π (n→ o)
=

P (n)

P (o)Possiamo ulteriormente distinguere due fattori nella probabilità di transizione :
• La probabilità di s
egliere un nuovo punto n, o matri
e di transizione α (o→ n)

• La probabilità di a

ettare un nuovo punto n, o fattore di a

ettazione acc (o→ n)Cioè
π (o→ n) = α (o→ n) acc (o→ n)Quello 
he si fa in molti metodi MC è di s
egliere una matri
e di transizionesimmetri
a, 
ioè α (o→ n) = α (n→ o). In questo modo il bilan
iamento dettagliatoimpone

P (o) acc (o→ n) = P (n) acc (n→ o)o
acc (o→ n)

acc (n→ o)
=

P (n)

P (o)
(13.8)
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a deve essere
acc (o→ n)

acc (n→ o)
= e−β[Vn−Vo] (13.9)13.5.2 Algoritmo di MetropolisCi sono molte possibilità di s
egliere acc (o→ n) in modo da rispettare la 
ondizionedi bilan
iamento dettagliato nella forma (13.9). La s
elta di gran lunga più appli
ata èquella di Metropolis:

acc (o→ n) =

{

e−β[Vn−Vo] se P (n) < P (o) , ovvero Vn > Vo

1 se P (n) ≥ P (o) , ovvero Vn ≤ VoStrano, vero? D'altra parte
• è logi
o 
he il fattore di a

ettazione non può essere maggiore di 1

• se si sostituis
e questa de�nizione del fattore di a

ettazione nella (13.9) si ottieneil rapporto giusto; il motivo è 
he quando uno dei due fattori è = 1, l'altro ha ilvalore giusto del rapporto. Infatti:� se Vn > Vo , allora
acc (o→ n)

acc (n→ o)
=

e−β[Vn−Vo]

1� se Vn ≤ Vo , allora
acc (o→ n)

acc (n→ o)
=

1

e−β[Vo−Vn]



Capitolo 14Metodi di �Insieme Generalizzato�
14.1 Problemi dovuti a super�
i di potenziale 
om-plesseSistemi 
ome le proteine hanno spesso una super�
ie di energia potenziale 
omplessa.Le si può rappresentare in una dimensione 
ome una 
urva molto frastagliata (rough),
on vari ordini di minimi lo
ali.

Figura 14.1: Super�
ie di Energia potenziale frastagliata, e 
ampionamento erratamente
on
entrato in una regione di minimo lo
aleIn questi 
asi i metodi tradizionali di simulazione fallis
ono fa
ilmente per
hé il94



CAPITOLO 14. METODI DI �INSIEME GENERALIZZATO� 95sistema tende a restare �intrappolato� in un minimo lo
ale. La simulazione (MD o MC)è in grado di 
ampionare opportunamente lo spazio delle fasi in un raggio a

essibilenella s
ala della simulazione, ma non 
ampiona a�atto altre regioni ad energia ugualeo minore, per
hé ina

essibili dinami
amente (in MD) o statisti
amente (in MC) (
ioè
orrispondenti a salti 
on�gurazionali molto improbabili)

Figura 14.2: Diverso 
ampionamento di una super�
ie di energia potenziale a dueminimi a due temperature, T ≪ ∆V
k

e T ′ ≫ T , in funzione dello s
orrere dellasimulazioneSulla s
ala della simulazione si 
ampiona 
orrettamente, nell'intorno della 
on�gu-razione iniziale, la regione le 
ui energie sono dell'ordine di β−1 = kT o inferiori; ilsistema raggiunge zone distanti solo dopo un numero altissimo di passi, a seguito diun evento raro. Per potere 
ampionare 
orrettamente lo spazio delle fasi in tempi piùridotti si dovrebbe portare il sistema a temperatura molto più alta, T ′ ≫ T . Ma noisiamo interessati alle proprietà alla temperatura T .Abbiamo quindi la ne
essità di trovare un modo 
he 
on
ili queste due esigenze
ontrastanti:
• 
ampionare 
orrettamente 
ias
una regione di minimo lo
ale (si fa bene a T < ∆V

k
)

• 
ampionare 
orrettamente la distribuzione dei minimi lo
ali (si fa bene a T > ∆V
k
)
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a Ex
hangeUna 
lasse di metodi 
he permettono di 
on
iliare le due esigenze appena evidenziateva sotto il nome di �s
ambio di repli
he� (Repli
a Ex
hange); è in uso an
he il termine�Parallel Tempering� (=ri
ottura, tempratura parallela).L'idea fondamentale (
fr. [Frenkel and Smit(2002)℄, 
ap.14) è la seguente:
• Si simulano 
ontemporaneamente (parallelamente), e indipendentemente, M di-verse 
opie del sistema, 
ias
una nell'insieme 
anoni
o, ma a temperature diverse

T1, T2, . . . , TM .
• Ogni tanto, si s
ambiano le 
on�gurazioni. Cioè, il sistema a Ti assume la
on�gurazione del sistema a Tj e vi
eversa.In generale, si s
ambiano le repli
he di due temperature adia
enti.

Figura 14.3: S
ambio della traiettoria tra due repli
he
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uno osserverà, a ragione, 
he per eseguire una multisimulazione di M 
opieo

orrono M volte le risorse di 
al
olo 
he per una simulazione normale. Tuttavia siè visto 
he i risultati 
he si ottengono 
on questo metodo sono molto più a

urati diquelli 
he si otterrebbero 
on una simulazione normale eseguita per un numero di passi
M volte più lungo.Inoltre, si può sfruttare opportunamente la te
nologia del 
al
olo parallelo.L'andamento di una simulazione �generalizzata� di questo tipo è quello della seguente�gura. Tipi
amente la temperatura di interesse è la più bassa.

Figura 14.4: Simulazione 
on Repli
a Ex
hange a diverse temperature. In as
issa ilnumero di step di simulazione (MC o MD)Lo s
hema RE appena des
ritto si può appli
are indi�erentemente a simulazioni diMD o di MC. Vediamo 
ias
una delle due in maggior dettaglio, partendo dalla MC-REsia per
hé stori
amente si è di�usa prima, sia per
hé il me

anismo di s
ambio 
asualedi repli
he riprodu
e quello del random walk MC.14.3 RE in Monte CarloL'insieme delle varie repli
he illustrato dalla �gura 14.4, 
ias
una delle quali 
ampional'insieme 
anoni
o, può essere visto 
ome un super-insieme statisti
o (o insieme sta-tisti
o generalizzato) esso stesso, di dimensione M . Non essendo
i interazione tra levarie repli
he, la distribuzione di probabilità di uno stato generalizzato è la probabilità
omposta
P

1,2,...,M
= p1 · p2 · . . . · pM

= p(β1q1) · p(β2q2) · . . .
ioè la probabilità 
he il sistema a T1 = (kβ1)
−1 abbia 
oordinate q1 e 
he il sistema a

T2 abbia 
oordinate q2, et
.
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he 
ias
una repli
a è distribuita 
anoni
amente
pi =

e−βiV (qi)

Zisi ha
P

1,2,...
=

e−β1V (q1)

Z1
· e
−β2V (q2)

Z2
· . . . (14.1)Lo s
ambio di repli
he deve essere fatto in modo da rispettare questadistribuzione.Ad esempio, quando si s
ambiano le repli
he 1 e 2 si ha uno s
ambio tra temperaturee 
oordinate: la repli
a a temperatura β1 prende le 
oordinate q2 e vi
eversa:

(β1q1, β2q2)→ (β1q2, β2q1) (14.2)e la probabilità generalizzata (tralas
iamo i puntini per 
hiarezza) varia di 
onseguenza
p(β1q1) · p(β2q2)→ p(β1q2) · p(β2q1)Possiamo s
rivere in modo 
ompatto

P (11, 22) → P (12, 21)

P (O) → P (N)nell'ultima formula si è indi
ato 
on O lo stato generalizzato di partenza e 
on N lostato di arrivo.Dalle te
ni
he MC standard 
onos
iamo il modo per 
ampionare l'insieme genera-lizzato se
ondo la distribuzione 
anoni
a generalizzata (14.1): se si appli
a il bilan
ia-mento dettagliato e si usa una matri
e di transizione simmetri
a si ottiene la giustadistribuzione se (
fr. la (13.8))
acc (O → N)

acc (N → O)
=

P (N)

P (O)e usando lo s
hema di Metropolis
acc (O → N) =

{

P (N)
P (O)

se P (N)
P (O)

< 1

1 altrimentio 
ome spesso si indi
a in forma funzionale
acc (O→ N) =

{

min

(

1,
P (N)

P (O)

)}Dall'espressione di P (14.1) possiamo ri
avare il rapporto tra le distribuzioni
P (N)

P (O)
=

P (12, 21)

P (11, 22)
=

e−β1V (q2)e−β2V (q1)

e−β1V (q1)e−β2V (q2)
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an
ellano. Riordinando i termini e sempli�
ando la notazione si ha
P (N)

P (O)
= e[β2−β1][V2−V1]e

acc (11, 22→ 12, 21) =
{

min
(

1, e[β2−β1][V2−V1]
)}14.3.1 Esempio: 
onfronto tra MC normale e MC-RESi può veri�
are l'e�
a
ia del metodo MC-RE seminando un 
aso di 
ui sia nota lasoluzione esatta. Si usa un potenziale analiti
o (vedi �g Figure 14.5 on page 99) e si
onfrontano 
on il risultato esatti quelli ottenuti da MC normale e da MC-RE. Ad esem-pio, si può valutare la 
apa
ità dei due metodi (a parità di risorse di 
al
olo utilizzate)di approssimare il valore dell'energia potenziale media in funzione della temperatura.Si vede (Figure 14.6 on page 100) 
he mentre il MC-RE dà un risultato 
orretto a tuttele temperature, il MC normale dà un risultato 
he è tanto più errato quanto più bassaè la temperatura.

Figura 14.5: Potenziale a molti minimi, in una dimensione
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Figura 14.6: Energia potenziale media per il potenziale della �gura pre
edente: risultatoanaliti
o, 
on MC sempli
e, 
on MC-RE (da [Adib()℄)14.4 RE in Dinami
a Mole
olareLo s
hema di RE appena visto può essere appli
ato direttamente an
he a un insiemegeneralizzato di M simulazioni di dinami
a mole
olare.Bisogna però tenere 
onto 
he in una simulazione MD si utilizzano an
he i mo-menti delle mole
ole. Quando si s
ambiano le 
oordinate 
on il metodo RE (14.2), sis
ambiano an
he i momenti
(β1q1p1, β2q2p2)→ (β1q2p2, β2q1p1)Tuttavia questo non è 
orretto per
hé la distribuzione dei momenti deve dare la giu-sta media di energia 
ineti
a, rispettando la temperatura posta, an
he dopo lo s
ambio.
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he
(β1q1p1, β2q2p2) → (β1q2p

′
2, β2q1p

′
1)

〈

(p′1)
2
〉

=
3m

β2
〈

(p′2)
2
〉

=
3m

β1
=
〈

p2
1

〉Questo si ottiene se
ondo la te
ni
a standard di s
alatura delle singole velo
ità:
p′1 =

√

β1

β2

p1

p′2 =

√

β2

β1

p2È bene notare 
he una simulazione MD-RE non è una vera simulazione, nel senso
he le traiettorie 
he si ottengono non sono �si
amente realisti
he. Di questo si devetenere 
onto nel 
al
olare proprietà dipendenti dal tempo.14.5 Cenno ad altri metodi di Insieme Generalizzatoe esempi di biomole
oleCi sono altri metodi 
he usano s
hemi diversi dal RE, ma 
ondividono 
on esso ilragionamento di fondo: inve
e 
he usare la distribuzione dell'insieme 
anoni
o allatemperatura T , usare una funzione di distribuzione relativa a un Insieme Generaliz-zato 
ostituito da M 
opie del sistema a temperature diverse, 
ome in (14.1). Traquesti metodi rientrano l'algoritmo multi
anoni
o (MUCA), il simulated tempering, edaltri[Mitsutake et al.()Mitsutake, Sugita, and Okamoto℄.Osserviamo i risultati relativi all'appli
azione di metodi di Insieme Generalizzatoad al
uni sistemi di biomole
ole.14.5.1 
ampionamento e�
iente dello spazio 
on�gurazionale diun frammento peptidi
oUna sequenza di 17 peptidi, 
he nella Ribonu
leasi T1 è noto 
he forma struttura ad
α-eli
a, è stata simulata a T = 200K 
on MC 
onvenzionale e MUCA.Si vede 
he 
on il MUCA lo spazio delle energie potenziali è 
ampionato molto piùe�
a
emente 
on MUCA:



CAPITOLO 14. METODI DI �INSIEME GENERALIZZATO� 102

Figura 14.7: Valore istantaneo di V in una simulazione MC e MUCA di un frammentodi 17 peptidiLa prima simulazione 
ampiona essenzialmente lo spazio delle strutture non-eli
izzatevi
ine a quella di partenza:

Figura 14.8: Istantanee s
elte a 
aso dalla simulazione MC di Figure 14.7 on page 102
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onda 
ampiona uno spazio più ampio, 
omprese strutture eli
izzate:

Figura 14.9: Istantanee s
elte a 
aso dalla simulazione MUCA di Figure 14.7 on page10214.5.2 struttura se
ondaria di omo-de
apeptidiQuesto esempio è stato studiato 
on MUCA. Si è investigata [Mitsutake et al.()Mitsutake, Sugita, and Okamoto℄la tendenza a formare struttura α-eli
izzata in tre omo-de
ameri di peptidi; si sono s
eltitre amminoa
idi rappresentativi: Ala (eli
izzante), V al (neutro), Gly (anti-eli
izzante).Nella �gura Figure 14.10 on page 104 si vede 
ome Ala10 e V al10 sono totalmenteeli
izzati, sia nel vuoto 
he in soluzione, mentre Gly10 ha solo un a

enno di struttura
α in soluzione ed è 
omunque piuttosto ripiegata:Si può vedere l'andamento dell'energia media di Ala10 in funzione della temperatura.Vi è un in
remento mar
ato dell'energia totale Etot intorno a 420K nel vuoto e a 340Kin soluzione. Inoltre si può vedere 
he il termine 
he 
ontribuis
e prin
ipalmente aquesta variazione è il termine non-bonded EV :La variazione di pendenza indi
a una transizione 
he può essere meglio evidenziatade�nendo un �
alore spe
i�
o� in a

ordo 
on la relazione desunta dalla me

ani
astatisti
a (
fr. (4.16)):

CV ∝ β2
〈

(δE)2
〉 (14.3)
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Figura 14.10: Conformazione di minima E. (a),(b): Ala10; (
),(d): V al10: (e),(f): Gly10.Colonna di sinistra: nel vuoto; di destra: soluzione a
quosa.
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Figura 14.11: Energia media diAla10 nel gas (sin.) e in soluzione (destra). Etot =energiatotale; Ev =termine nonbonded; sono mostrati an
he altri termini dell'energia.Questo gra�
o evidenzia bene la transizione visibile an
he nel gra�
o pre
edente, e
he può essere identi�
ata 
on la transizione eli
a/
oil:

Figura 14.12: �Calore spe
i�
o� di e nel gas e in soluzioneIn�ne, si può diagrammare il grado di l 〈n〉 de�nito 
ome il numero medio di residuiin struttura α a una 
erta temperatura, per tutti e tre i de
apeptidi. Si vede 
he
Ala10 è prati
amente tutto i (se tras
uriamo i due residui terminali) a T = 200K
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Figura 14.13: Grado di eli
ità medio in funzione della temperaturae fondamentalmente eli
izzata (≈ 70%) a temperatura ambiente, e 
he 
ol 
res
eredella T 
 diminuis
e drasti
amente, essendo 
orrettamente = 50% alla temperatura ditransizione 320K:
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