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Capitolo 1Metodi Monte Carlo1.1 Importan
e Sampling(basato su wik)Cer
hiamo il valore di aspettazione di una funzione g(x) distribuita se
ondo una pro-babilità p(x) sul dominio delle x:
E [g(x)|p] =

∫

g(x)p(x)dx(assumiamo ∫ p(x)dx = 1).

p
q

g

Una stima empiri
a di p(x), generando x1, x2, . . . se
ondo p, è
Pn(x) =

1

n

∑

P

δ(x − xi)La 
orrispondente stima empiri
a di g è
Ê [g(x)|p] =

∫

g(x)Pn(x)dx

=
1

n

∑

P

g(xi)2



CAPITOLO 1. METODI MONTE CARLO 3e
lim

n→∞
Ê [g(x)|p] ≡ 〈g〉PSe però non siamo in grado di generare punti se
ondo p, ma se
ondo un'altra distribuzio-ne q (nel 
aso banale, una distribuzione uniforme), si può s
rivere il valore di aspettazione
ome

E [g(x)|p] =

∫

g(x)
p(x)

q(x)
q(x)dx

=

∫

g(x)r(x)q(x)dx

= E [g(x) · r(x)|q]
on
r(x) =

p(x)

q(x)La stima empiri
a su q del valore di aspettazione di g(x) è
Ê [g(x)r(x)|q] =

1

n

∑

Q

g(xi)r(xi)e
lim

n→∞
Ê [g(x)r(x)|q] ≡ 〈g · r〉QQuanto è a

urata una 
erta stima di E fatta 
on n punti? Cioè, quanto si dis
osta Êdal valore vero E? Dipende da n ma an
he dalle proprietà di g(x) e di p (o q). Ad esempio,se g(x) = G = cost, il valore di aspettazione stimato 
on qualunque n è G, e l'errore ènullo per qualunque n. Negli altri 
asi, a parità di n, possiamo aspettar
i 
he sarà tantominore quanto minore è la variazione di g(x) in un 
ampionamento se
ondo p.L'a

uratezza della stima è misurata dalla varianza della media s2 (da non 
onfondere
on la varianza dei dati, σ2).Si dimostra (vedi (1.1.1)) 
he

s2
P,n ≈

1

n

(

〈

g2
〉

P
− 〈g〉2P

) (1.1)
=

σ2
P

nL'equazione (1.1) 
onferma 
he a parità di n l'errore sulla stima è dato dalla variazionequadrati
a della g, e 
he se g = cost allora s2 = 0.Se inve
e 
he su P , 
ampioniamo su Q, l'errore sulla stima è
s2
Q,n =

1

n

(

〈

(g · r)2
〉

Q
− 〈g · r〉2Q

) (1.2)
ioè dipende dalla variazione quadrati
a di g(x) · r(x).L'equazione (1.2) 
orrisponde esattamente alla (3.1.9) in Frenkel and Smit [2002℄, 
on
f = g · p e w = q.Consideriamo due 
asi limite:



CAPITOLO 1. METODI MONTE CARLO 41. Nel 
aso banale di una distribuzione U uniforme, q = 1
xmax−xmin

= 1
L
, e

s2
U,n =

1

n

(〈

(g · p)2
〉

U
− 〈g · p〉2U

) (1.3)Il 
onfronto tra quest'ultima equazione e la (1.1) 
i di
e 
he la di�erenza tra fare unastima del valore di aspettazione di g(x) 
ampionando x in modo uniforme e 
am-pionandola se
ondo la sua distribuzione p(x) è data dalla di�erenza nella variazionequadrati
a di g · p e di g rispettivamente. Se p(x) è molto �pi

ata� (
ome è la di-stribuzione nell'insieme 
anoni
o) la di�erenza può essere enorme. Se al 
ontrario ilprodotto g ·p varia meno di g, 
ioè g varia molto proprio dove p è bassa, l'errore nellastima può essere più basso se la stima viene 
al
olata 
on 
ampionatura uniforme.2. Se q(x) è una buona approssimazione di p(x), allora r(x) ≈ 1, e
s2 ≈

1

n

(

〈

g2
〉

Q
− 〈g〉2Q

)1.1.1 dimostrazione del valore della varianza della media del 
ampioneSi immagina1 di fare N → ∞ stime 
ias
una basata su n punti: Ê1, Ê2, . . ., e di fare lavarianza di queste stime:
s2 =

1

N

∑

k

(

Êk − Ê
)2
on

Êk =
1

n

∑

i∈P

g(xk
i )

Ê =
1

N

∑

k

Êk =
1

Nn

∑

k

∑

i

g(xk
i )Con notazione sinteti
a (gk

i = g(xk
i ) e i = {i ∈ P}) si ha:

s2 =
1

N

∑

k

(

Ê −
1

n

∑

i

gk
i

)2

=
1

N

∑

k

(

1

n

∑

i

[

gk
i − Ê

]

)2

=
1

N

∑

k

1

n2

(

∑

i

[

gk
i − Ê

]

)





∑

j

[

gk
j − Ê

]



se i punti i, j sono estratti in maniera 
asuale sul dominio P , i termini misti si annullano:
s2 ≈

1

N

∑

k

1

n2

∑

i

[

gk
i − Ê

]2

=
1

n

1

N

∑

k

1

n

∑

i

[

(

gk
i

)2
− Ê2

]

≈
1

n

[

〈

g2
〉

P
− 〈g〉2P

]

=
σ2

n1
fr. Haile [1997℄ e Chandler [1987℄



CAPITOLO 1. METODI MONTE CARLO 5dove il passaggio al valore di aspettazione vero 〈〉si ha nel limite N → ∞; l'ultimauguaglianza può essere presa 
ome una de�nizione di σ2

σ2 =
〈

g2 − 〈g〉2P

〉

PIn sostanza, nel limite N → ∞

s2 =
〈

(g − 〈g〉P )2
〉

P

=
1

n

〈

g2 − 〈g〉2P

〉

P

=
1

n
σ21.2 Catene di Markov(basato su Allen and Tildesley [1987℄)Il problema è generare punti 
on una distribuzione di probabilità 
he approssimi ladistribuzione 
anoni
a.In una 
atena di Markov

• 
'è un numero �nito di stati
• ogni stato dipende solo dal pre
edente.In qs 
ondizioni si può 
ostruire una matri
e di transizione, π. Si ha

ρ(2) = ρ(1)π

ρ(3) = ρ(2)π =
[

ρ(1)π
]

π

. . .

ρ(n) = ρ(1)πnLa 
atena ammette un limite
ρ = lim

τ→∞
ρ(1)πτtale 
he

ρπ = ρDall'ultima equazione si 
apis
e 
he lo stato limite ρ esiste se π ammette autovalore 1.Se il numero di stati è �nito, lo è an
he il numero di vettori ρ(i). (approfondire: 
ome sipuò essere si
uri 
he si arriva 
omunque al limite ρ?)Nell'esempio del sistema a due stati (il 
alolatore), si suppone 
he π sia nota.Nelle simulazioni MC, si 
onos
e ρ (ogni elemento ρm = ρNV T (Γm)), e si vuole trovare
π. Vi sono varie possibili soluzioni.Si può porre la 
ondizione (non ne
essaria) della reversibilità mi
ros
opi
a:

ρmπmn = ρnπnm



CAPITOLO 1. METODI MONTE CARLO 6La soluzione asimmetri
a di Metropolis prevede (α è una matri
e simmetri
a qualsiasi)
πmn = αmn ρn > ρm m 6= n

πmn = αmn
ρn

ρm
ρn ≤ ρm m 6= n

πmm = 1 −
∑

n 6=m πmn1.3 S
hema del metodo Metropolis Monte Carlo1. selezionare a 
aso una parti
ella e 
al
olare la sua energia, U(rN)2. spostarla a 
aso, e 
al
olare la sua nuova energia, U(r′N)3. 
al
olare p = e−β(U(r′)−U(r)):
• se p ≥ 1, a

ettare la mossa
• se p < 1, estrarre un numero ζ a 
aso nell'intervallo [0, 1]:� se ζ < p, a

ettare la mossa� altrimenti, las
iare la parti
ella nella ve

hia posizione4. a

umulare le medie e ripartire dal punto 1.1.4 Punti salienti di un programma MC1. algoritmo base (v. punto pre
edente)Allen and Tildesley [1987℄2. a ogni mossa tentata non o

orre 
al
olare tutta E, ma solo il ∆E dovuto allospostamento della mole
ola spostata, i.N.B. 
he questa variazione è ∆E(i) =

∑

j ∆E(i, j), e se la mossa viene a

ettata,va aggiornata sia la E(i) 
he tutte le altre E(j) =
∑

k E(j, k), di una quantità
∆E(j) = ∆E(j, i). In sostanza si deve 
onservare in memoria ogni singola interazione
E(i, j).3. Bilan
io dettagliato: qualunque s
hema si adotti, la probabilità a priori di tornare in-dietro deve essere uguale a quella di andare avanti: αo→n = αn→o. Ad esempio: evita-re di eseguire spostamenti 
asuali 
on un ordine �sso, tipo Tx, Ty, Tz , Rx, Ry, Rz, Tx, . . .,per
hé la mossa inversa è impossibile.4. 
ampionamento e�
iente: v Frenkel, una buona misura di e�
ienza è la quantità dispazio delle fasi esplorato nell'unità di tempo, e di questo una buona misura è ∆r2

TCPU
.In parti
olare:(a) 
onviene muovere una parti
ella per volta(b) non è detto 
he un rapporto di a

ettazione = 50% sia ottimale.5. Muovere Tx, Ty, Tz insieme o solo uno per volta? Traslazioni e rotazioni insieme oseparate?6. Quanto deve essere grande ∆?7. PBC-MinimumImage: o

hio a mantenere mole
ole intere



CAPITOLO 1. METODI MONTE CARLO 71.5 Cal
olo di g(r)1.5.1 in prati
aIn prati
a il g(r) si 
al
ola 
ome:
gAB

(

r +
∆

2

)

=

〈

nAB (r,∆)
〉

nAB
ideale (r,∆)
ioè il rapporto tra il numero medio di parti
elle B a distanza da una parti
ella A 
ompresatra r e (r + ∆)

〈

nAB (r,∆)
〉

=
1

TNA

T
∑

t

NA
∑

i

nAB
it (r,∆)e lo stesso in un sistema ideale

nAB
ideale (r,∆) = ρB∆V (r,∆)

nAA
ideale (r,∆) = ρA

NA − 1

NA
∆V (r,∆)Quindi:

gAB

(

r +
∆

2

)

=

∑T
t

∑NA

i nAB
it (r,∆)

T (NA − δAB) ρB∆V (r,∆)Note prati
he:1. Il 
al
olo di nAB
it 
omprende 
omunque un loop sugli atomi di tipo B (per 
ontarli)2. Per le mole
ole i, j si 
ontano solo le 
oppie j ≥ i, ma all'interno di 
ias
una delledue, tutti gli atomi A,B: {iAjA, iAjB , iBjA, iBjB}3. Le interazioni di tipo A − A e B − B sono la metà di quelle A − B (in 
ui vannoan
he le B − A); ogni volta, vanno 
ontate due volte tanto
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