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campi di forza empirici
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● Il cuore dei principali metodi computazionali1 applicabili ad un sistema chimico è il campo di

forze: cioè, la descrizione analitica delle interazioni tra le particelle (atomi o molecole), da
cui si possono calcolare le proprietà del sistema.

● Per calcolare queste interazioni si possono usare

1. metodi quantomeccanici ab initio e semiempirici:
si risolvono equazioni di Schrödinger complete o approssimate

2. metodi “empirici”:
si usa l’approssimazione di Born-Oppenheimer: i nuclei sono soggetti ad un campo di
forze medio creato dagli elettroni.
Il campo di forze è espresso in funzione delle coordinate nucleari e contiene parametri
ottenuti da calcoli quantomeccanici e/o raffinati su dati sperimentali

Noi consideriamo solo questi ultimi.

1non il Reverse Monte Carlo, vedi avanti



campo di forza tra atomi
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Esempio: tra due atomi di un gas nobile ci sono interazioni di tipo dispersivo-repulsivo (Van der
Waals):

● a brevi distanze: repulsiva
● a lunghe distanze: attrattiva

Si può rappresentare ad es. con l’espressione di Lennard-Jones

V (r) = 4ǫ
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un semplice campo di forza molecolare
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Se il sistema è composto di molecole ben definite, è conveniente considerare in modo separato
le interazioni tra atomi legati (distanze e angoli di legame) e quelle tra atomi non legati:

● atomi non-legati possono appartenere alla stessa molecola o a molecole diverse
(interazioni intra- e inter-molecolari)

● oltre alle interazioni di Van der Waals dispersivo-repulsive ci sono anche interazioni
elettrostatiche tra cariche formali presenti sui nuclei non-legati



un semplice campo di forza molecolare
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L’espressione analitica del campo di forza contiene tutti questi termini. Una forma molto usata è:

Ad esempio, il termine torsionale ha questo andamento:



solidi covalenti
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In molti materiali che formano vetri (es. AX2 con A = Si,Ge e X = O, S, Se,Te) non ci sono
molecole separate, ma un reticolo di legami A− X con carattere misto ionico-covalente

In composti puramente ionici ci sono solo interazioni “non-legate”; il potenziale è composto dei
soli tre termini elettrostatico, repulsivo e dispersivo, in cui l’esponente del termine repulsivo può
essere n < 12:

V =
N
∑

i=1

N
∑

j=i+1

(

qiqj
4πǫ0rij

+
A

rnij
−

C

r6ij

)

In un solido covalente ci sono solo interazioni “legate”; tuttavia un tale modello presuppone la
conoscenza a priori della mappa dei legami interatomici, che non è disponibile in un vetro.

Perciò anche nei vetri a carattere misto ionico-covalente si usa un potenziale non-legato, che
permette formarsi e disfarsi di legami; esso può includere, oltre al termine a coppie, un termine
a tre corpi (interazione angolare non-armonica):
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solidi covalenti: SiO2
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Esempio: simulazioni di SiO2 in varie fasi cristalline e nella fase vetrosa (Vashishta et al. [11])

fig/Vashishta-Fig_1.jpg

fig/Vashishta-eq2_V2.jpg

fig/Vashishta-eq3_V3.jpg



parametri di potenziale
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● I parametri di potenziale, come qi, σij , ǫij , A, C, etc., non sono diversi per ogni atomo ma
sono caratteristici di una specie o di una coppia di specie atomiche (Si, O, etc.). Ad
esempio:

● In genere i parametri non sono esportabili da una sostanza ad un’altra; in sostanze
diverse sono simili, ma non uguali

● si ottengono da un raffinamento su calcoli ab initio e su proprietà misurate



Riassunto: campi di forza empirici
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● In metodi di simulazione classici di sistemi vetrosi si usano campi di forza empirici espressi
in funzione delle coordinate atomiche

● essi contengono parametri raffinati su calcoli quantomeccanici o su proprietà misurate
● un campo di forza atomistico può contenere termini

• “legati” (distanze e angoli di legame)
• “non legati” (interazioni elettrostatiche e repulsivo-dispersive)

In simulazione di vetri si usano in genere solo termini “non legati”
● i parametri del campo di forza non sono direttamente esportabili da una sostanza a un’altra
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Medie termodinamiche
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Il sistema osservato è la media statistica di un insieme di stati microscopici compatibili
con il suo stato termodinamico.
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Il sistema osservato è la media statistica di un insieme di stati microscopici compatibili
con il suo stato termodinamico.
Ad es. un sistema chiuso a V e T costanti (insieme canonico o insieme “(N,V, T )”)

(β = 1
kBT

)
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ad es. in un gas perfetto l’energia 〈E〉 = 3
2
NkBT
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ad es. in un gas perfetto l’energia 〈E〉 = 3
2
NkBT

In generale 〈A〉 si può calcolare facendo una statistica sugli i, cioè costruendo un campione
con la corretta composizione



Metodo MC: generalità
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Nel metodo Monte Carlo (MC)

● si fa un modello del sistema:

• numero N di particelle e volume V
• forma del campione (es. cubo)
• campo di forza
• ...
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● si conservano solo quelle che corrispondono a un certo criterio (Metropolis), fatto in modo
che l’insieme tenda alla distribuzione statistica corretta (es. insieme canonico

→ pi ∝ exp
(

− Ei
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)

• problema: solo una piccolissima parte delle configurazioni possibili dà un contributo a
pi; la stragrande maggioranza2 ha energia così alta che pi = 0

2Si può calcolare (cfr. Frenkel and Smit [4]) che in un sistema di 100 sfere rigide vicino al punto di congelamento solo
una configurazione su 10

260 dà energia non infinita



MC: random walk
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Le configurazioni si generano
in sequenza, partendo da una con pi > 0,
e facendo piccoli spostamenti secondo
un percorso casuale (random walk ).
Questo è fatto per
aumentare l’efficienza del campionamento:

Se
si vuole misurare la qualità media dell’acqua

in un’area, conviene campionare lungo
i corsi d’acqua, non su una griglia regolare!



algoritmo MC
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MC: random walk in presenza di barriere
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fig/double_well.jpg

Se la strategia di random

walk non è ottimale, il sistema può restare
“intrappolato” in una buca di potenziale
secondaria, senza trovare quella principale
che è al dilà di un’alta (≫ kBT ) barriera.



MC: random walk in presenza di barriere
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fig/double_well.jpg

Se la strategia di random

walk non è ottimale, il sistema può restare
“intrappolato” in una buca di potenziale
secondaria, senza trovare quella principale
che è al dilà di un’alta (≫ kBT ) barriera.

Partendo dalla struttura del liquido, il sistema
non raggiunge quella del cristallo neanche a
T < Tm (la struttura del cristallo è “lontana”).
Di fatto si ottiene la struttura di un vetro!



calcolo di g(r)
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g (r) =
〈n (r)〉

〈n (r)〉nonc
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g (r) =
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gAB (r) =
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nAB (r,∆)
〉

nAB (r,∆)
ideale
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g (r) =
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T
∑

t=1
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∑
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nAB
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ρB4πr2∆

con

nAB
it (r,∆) = numero degli atomi di tipo B a distanza

dall’atomo i (di tipo A) compresa tra r e r +∆,
conteggiato allo step t su T totali



g (r): esempio
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● gAB(r) in GeS2 amorfo a 300K, da [5]



Riassunto: simulazioni Monte Carlo
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● In una simulazione MC si campiona l’insieme dei microstati configurazionali del sistema
corrispondente alle condizioni termodinamiche

● Le proprietà del sistema (es. Energia, g (r)) si ottengono come medie sul campione
● Il campionamento è fatto secondo un random walk ; si usa l’algoritmo di Metropolis per

ottenere pesi statistici corretti
● in presenza di alte barriere energetiche il sistema può non essere in grado di esplorare tutti

gli stati rilevanti; ad esempio, un liquido soprafuso può non cristallizzare

• questo corrisponde a ciò che accade su scala macroscopica in un vetro
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Spazio delle fasi
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In un sistema che segue le leggi della meccanica classica, uno stato del sistema è caratterizzato dal valore
delle variabili continue momento (p) e posizione (q) delle particelle (lo spazio delle fasi). Anche l’energia è
una funzione di p e q:

Ei → E (p, q)

La media di una grandezza nell’insieme (N, V, T ), che abbiamo scritto come

〈A〉 =

∑

i Ai exp
(

− Ei
kBT

)

∑

i exp
(

− Ei
kBT

)

(che è corretto in ambito quantistico) in ambito classico è

〈A〉 =

∫

A (p, q) exp
(

−
E(p,q)
kBT

)

dpdq

∫

exp
(

−
E(p,q)
kBT

)

dpdq

o più in generale, se la probabilità di ciascun punto è P (p, q)

〈A〉 =

∫

A (p, q)P (p, q) dpdq
∫

P (p, q) dpdq



Simulazioni MD
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In una simulazione di Dinamica Molecolare (MD) si fa muovere il sistema secondo le leggi della
fisica.

Sappiamo che nell’ambito della fisica classica si possono ricavare posizioni e momenti (o
velocità) di un sistema isolato di particelle a qualsiasi istante, se si conoscono:

● posizioni e velocità a un istante iniziale
● potenziale o forza che agisce su ogni particella i:

F i = −∇iV

In questo modo si fa compiere al sistema una traiettoria nello spazio delle fasi {p, q}.



Equazioni del moto
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In una simulazione di MD le equazioni del moto, Newtoniane, delle particelle si risolvono in
modo approssimato. Ad esempio3:

qi (t+∆t) ≈ qi (t) +
pi (t)

mi

·∆t

pi (t+∆t) ≈ pi (t) +miai (t) ·∆t

dove
F i (t) = miai (t)

Dimensioni tipiche di una simulazione:

numero di atomi ∼ 1000

time step (∆t) 10fs

durata totale 1ns ÷ 1µs

3approssimazione di Eulero



algoritmo MD
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Medie temporali, ergodicità
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Se la simulazione è sufficientemente lunga, si può pensare che il sistema esplori in modo
significativo tutto lo spazio delle fasi.
In questo caso

media temporale = media statistica

dove la media temporale è

A =
1

M

M
∑

1

A (ti)

o nel limite di un campionamento continuo su t:

A =
1

T

∫ T

0

A (t) dt

Un sistema che si comporta in questo modo si dice ergodico



Sistemi non ergodici
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fig/double_well.jpg

Se c’è una barriera,
può darsi che il tempo della simulazione
MD non sia sufficiente ad attraversarla.
Il sistema simulato non è ergodico,
anche se magari il sistema reale lo è.
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fig/double_well.jpg

Se c’è una barriera,
può darsi che il tempo della simulazione
MD non sia sufficiente ad attraversarla.
Il sistema simulato non è ergodico,
anche se magari il sistema reale lo è.

Un vetro è un sistema reale non ergodico:
nel tempo dell’osservazione non assume
tutti gli stati termodinamicamente accessibili.



Calcolo di grandezze dipendenti dal tempo
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Dato che in una simulazione MD si segue l’evoluzione temporale del sistema, è possibile anche
calcolare grandezze dipendenti dal tempo.

Ad es: il coefficiente di diffusione D. La prima legge di Fick definisce D come il coefficiente di
proporzionalità tra il flusso di particelle j e il gradiente della composizione ∇c:

j = −D∇c

Esso è legato alla distanza
quadratica media percorsa da una particella:

6D =
∂
〈

∆2r (t)
〉

∂t

La funzione
∆2r (t) si può calcolare in MD, e dalla
sua pendenza limite (derivata) si ottiene D



distribuzioni dipendenti dal tempo

2- Metodi computazionali di determinazione della struttura lf – 28 / 52

Una generalizzazione della g (r) è la funzione di self-correlation di van Hove:

Gs (r, t) = probabilità di trovare la particella in
posizione r al tempo t se essa stessa

si trovava a r = 0 al tempo 0

4πr2Gs (r, t) dr = probabilità che la particella abbia
percorso una distanza compresa tra r
e r + dr nel tempo t

● Nei liquidi Gs(r, t → ∞) tende a una gaussiana di larghezza Dt (cioè tende a 0)
● Nei solidi, tende a una distribuzione limite, fissa.



Riassunto: simulazioni di Dinamica Molecolare
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● In una simulazione MD si risolvono numericamente le equazioni classiche del moto degli
atomi

● Le equazioni si risolvono con algoritmi approssimati a intervalli di tempo dell’ordine dei 10 fs

● Le proprietà del sistema (es. Energia, g (r)) si ottengono come medie sulla traiettoria nello
spazio delle fasi

● Si possono calcolare proprietà dipendenti dal tempo e dalle velocità degli atomi (es.
diffusione, correlazioni temporali della densità)

● in presenza di alte barriere energetiche il sistema può non essere in grado di esplorare tutti
gli stati rilevanti; ad esempio, un liquido soprafuso può non cristallizzare

• il sistema simulato si dice non ergodico

• il suo comportamento corrisponde a ciò che accade su scala macroscopica in un vetro



Confronto tra MC e MD

2- Metodi computazionali di determinazione della struttura lf – 30 / 52

● Nelle formulazioni standard,

• una simulazione MC si svolge a T costante
• una simulazione MD si svolge a E costante.
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● Nelle formulazioni standard,

• una simulazione MC si svolge a T costante
• una simulazione MD si svolge a E costante.

È però possibile estendere i due metodi. In particolare, sono molto diffuse simulazioni MD
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● Nelle formulazioni standard,

• una simulazione MC si svolge a T costante
• una simulazione MD si svolge a E costante.

È però possibile estendere i due metodi. In particolare, sono molto diffuse simulazioni MD
negli insiemi (N,V, T ) e (N, p, T )

● In MD si possono calcolare grandezze dipendenti dal tempo, in MC no
● Entrambe usano un campo di forza
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MC: Ar liquido

2- Metodi computazionali di determinazione della struttura lf – 32 / 52

Accordo tra dati sperimentali e calcoli Monte Carlo su Ar liquido: (da [3])



MD: evidenza della struttura
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Pair distribution function : examples

Visual inspection allows to distinguish between a crystalline and an 

amorphous structure 

CCP Ni lattice with EAM potential

matthieu.micoulaut@upmc.fr Atomic modeling of glass – LECTURE5 MD CALCULATING



MD: effetto della temperatura
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Effect of thermodynamic variables : temperature

Amorphous Se

The integral of g(r) allows to 

determine the number of neighbors

around a central atom.

Remember

The integral to the first minimum 

gives the coordination number.

rm

�(�) = � �� �� 4�������
�

�Caprion, Schober, PRB 2000

Running coordination number N(r)

�	 = 
 �� � 4�����
� 
�

matthieu.micoulaut@upmc.fr Atomic modeling of glass – LECTURE5 MD CALCULATING



MD: effetto della pressione
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Effect of thermodynamic variables : pressure 

� Direct comparison with experiments can fail

� Simple force fields can not account for 

pressure-induced changes (metallization)

� Additional structural insight is provided by 

partial correlation functions : Ge-Ge, Ge-O, 

O-O

Expt. (neutron) Salmon, JPCM 2011

MD: 256 GeO2 using Oeffner-Elliot FF

d-GeO2

Micoulaut, JPCM 2004

matthieu.micoulaut@upmc.fr Atomic modeling of glass – LECTURE5 MD CALCULATING



simulazioni MD di vetri
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Le simulazioni MD di vetri seguono questo schema:

● si esegue una traiettoria ad alta T (ad. es. 3000K) per una durata standard (∼ 100ps)
● dall’ultima configurazione, si fa partire una nuova traiettoria a T più bassa (es. 2000K)
● si ripete il ciclo a temperature sempre più basse, fino a quella ambiente

In questo modo la velocità di “raffreddamento” è altissima

1000K

10−10s
= 1013K/s

rispetto a quella ottenibile nelle normali condizioni sperimentali (≤ 100K/s).

● Ci sono sistemi che vetrificano in simulazione, ma non in laboratorio (“computer glasses”)
● I sistemi che vetrificano in laboratorio (es. SiO2), lo fanno anche in simulazione



studio di un vetro complesso con MD
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● La miscela fusa
[

Ca (NO3)2
]

0.4
[K (NO3)]0.6 vetrifica intorno a 350− 400K (cfr. viscosità e

tempi di rilassamento):



studio di un vetro complesso con MD: struttura
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A basse
T, il primo picco Ca− Ca si divide in due

Questo indica due possibili disposizioni
della terna Ca2+ · · ·NO−

3 · · ·Ca2+

Lo ione Ca2+ è quasi
complanare a NO−

3 (cfr. la separazione quasi
totale dei picchi Ca−O1, Ca−N e Ca−O2)



studio di un vetro complesso con MD: dinamica
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Il coefficiente di diffusione di Ca2+

6D =
∂
〈

∆2r (t)
〉

∂t

si annulla tra 450K e 350K



studio di un vetro complesso con MD: dinamica (2)
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Distanza percorsa dallo
ione Ca2+ a t = 5, 15, 30, 45ps a varie temperature.

A 600K col
tempo il massimo si sposta e la ditribuzione si allarga.

A 350K lo ione praticamente
non si muove in questo intervallo di tempo.
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Metodi di simulazione della struttura senza potenziale
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● I metodi di simulazione MC e MD costruiscono una struttura del sistema a partire da un
modello di potenziale, e dalla struttura derivano il valore di un parametro, come g (r), da
confrontare con quello che si ricava dal fattore di struttura S (Q) misurato:

potenziale → struttura → g (r)

l

misura → S (Q) → g (r)

Se c’è accordo, la struttura è (indirettamente) convalidata
● debolezza: il modello di potenziale limita le strutture considerate, magari scartando

strutture significative.
● Reverse Monte Carlo invece considera tutte le possibili strutture compatibili con i dati

sperimentali, senza alcuna ipotesi sul potenziale, e seleziona la più probabile. Dalla
struttura (eventualmente) si ricava un potenziale compatibile (questo passo non è univoco).
Lo schema di lavoro è “rovesciato”, si parte dai dati per ricavare il potenziale:

misura → S (Q) → struttura (→ potenziale)

● Di fatto, RMC è un modo di estrarre una struttura completa (non solo g (r))
direttamente dai dati sperimentali



Reverse Monte Carlo
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● Si parte da un modello “ragionevole” di struttura e si calcola la grandezza sperimentale
corrispondente, ad esempio S (Q)

● Si determina la deviazione quadratica χ2 dei valori calcolati con il modello rispetto a quelli
sperimentali:

χ2 =
N
∑

i

[Sexp (Qi)− Smod (Qi)]
2

σ2
i

dove N è il numero delle misure, exp = sperimentali, mod = modello, e σi è l’errore della misura i

● In passi successivi, si varia leggermente la struttura del modello (per esempio muovendo
un atomo) e si ricalcola χ2; la variazione della struttura viene accettata con un criterio tipo
Metropolis, esattamente come in MC

● con questa procedura si crea un campione statistico di strutture in cui gli scostamenti
hanno una distribuzione Gaussiana:

P (χ) = e−
χ2

2

come atteso per una variabile aleatoria.



Esempio RMC: vetro di silice (1)

2- Metodi computazionali di determinazione della struttura lf – 44 / 52

● Fattori di struttura di SiO2 vetrosa simulati con RMC a partire da una struttura disordinata di
3000 atomi, imponendo anche il rispetto dei numeri di coordinazione di Si e O: (Keen [6])



Esempio RMC: vetro di silice (2)
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● I dati sperimentali sono ben riprodotti
● però la struttura locale (legata a picchi ad alto Q) è più disordinata dell’atteso

• ad es: l’angolo “tetraedrico” O− Si−O (linea tratteggiata) è più distorto che nella
distribuzione attesa (linea continua):



Esempio RMC: vetro di silice (3)
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Si può raffinare il procedimento RMC imponendo anche la non-distorsione del tetraedro

● l’accordo con i dati sperimentali è mantenuto
● ora la struttura locale è rispettata
● però, inaccuratezza sulla struttura a breve-medio raggio (angolo tra tetraedri: si aspetta un

picco ∼ 140◦ ed invece è a 180◦)



validità del RMC
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Un modo di verificare la validità del metodo RMC è quello di applicarlo ad un sistema la cui
struttura è nota con esattezza: un sistema simulato in MD!

● dalla simulazione MD si estraggono grandezze osservabili, ad es. S (Q)
● si fa un RMC su quelle grandezze e si ottiene una struttura RMC
● si confronta la struttura RMC con quella “sperimentale” della MD, ad es.

• gij (r) (parziali)
• angoli di legame
• numeri di coordinazione
• dimensione degli anelli

fig/Mueller-RMC.eps

Sistema Li2O · SiO2(Muller et al. [8]) (Neutron
Scattering simulato, due configurazioni RMC
di partenza)



validità del RMC (2)
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fig/Mueller-gofr.eps fig/Mueller-rings.eps

fig/Mueller-abstract.eps
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Testi utilizzati
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Gli argomenti introdotti in questa lezione sono trattati -in maniera più approfondita che qui- in [2], capitolo 3 (paragrafi 3.1-3.5). I riferimenti fondamentali per i metodi di
simulazione di sistemi molecolari sono [4] (capitoli 3 e 4) e [1] (capitoli 3 e 4). Una trattazione più approfondita, in particolare del metodo Monte Carlo al Cap.13, è nelle mie

lezioni per un altro corso ([9]). Gli esempi sono tratti da [7] e [10]. RMC è illustrato bene in Keen [6].
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1. Quali parametri strutturali caratteristici dei vetri si possono calcolare, e con quali metodi?

2. Confronto tra MC e MD

3. Perché MD è adatta a studiare la transizione vetrosa?
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