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hiami dalle lezioni pre
edenti� Lo stato del sistema (mi
rostato) è rappresentato da un punto nello spazio delle fasi(rN ; pN ) = (~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; ~p1; ~p2; : : : ; ~pN )In me

ani
a quantisti
a lo spazio delle fasi è lo spazio dei numeri quanti
i del sistemaQuando il sistema passa da uno stato A ad uno stato B il punto si sposta:(rN ; pN )A ! (rN ; pN )BL'evoluzione del sistema è des
ritta da una traiettoria nello spazio delle fasi.Se sono �ssate delle 
ondizioni ma
ros
opi
he (es. E,V=�ssi) il sistema per
orre solouna �super�
ie� dello spazio delle fasi� Insieme statisti
o o ensemble :insieme di tutti i mi
rostati 
ompatibili 
on un dato stato ma
ros
opi
o.La media di una grandezza osservabile G è la media statisti
a (o di ensemble) dei valoridi G 
orrispondenti a un 
erto mi
rostato �:Gobs =X� P�G� =< G >In prati
a, se siamo in grado di stimare una funzione di distribuzione P� e di 
al
olareil 
orrispondente G� , possiamo 
al
olare < G >.2 Insieme mi
ro
anoni
oIl punto di partenza per un'interpretazione mi
ros
opi
a della termodinami
a è un prin
ipiofondamentale 
he riguarda la distribuzione dei mi
rostati. Per illustrarlo, partiamo dal sistema
on
ettualmente più sempli
e: un sistema di 
ui sono noti e determinati l'energia totale E ele �dimensioni�, queste ultime tipi
amente spe
i�
ate 
ome numero di parti
elle N e volumetotale V .Nella termodinami
a si studiano le relazioni tra queste po
he grandezze 
he 
aratterizzanoil sistema. Il sistema è un punto nello spazio (N;V;E)1:1un vero spazio, a tre dimensioni! 1



2 INSIEME MICROCANONICO 2Figura 1: sistema N,V,E
E

N,V

ogni punto e‘
un insieme microcanonico

Le relazioni si studiano 
on l'introduzione di una funzione dipendente da N;V;E, 
hesvolge il ruolo di �potenziale�, 
ioè indi
a la direzione delle trasformazioni spontanee. Questafunzione è l'entropia: S = S(N;V;E)Nella visione mi
ros
opi
a, ad ogni punto (N;V;E) 
orrisponde un insieme statisti
o, 
hesi 
hiama insieme mi
ro
anoni
o.L'assunzione da 
ui si parte è il seguente prin
ipio di equiprobabilità a priori:In un sistema isolato 
on una data energia totale E e un dato volume V e numero diparti
elle N , all'equilibrio, tutti i mi
rostati sono ugualmente probabili.Quest'ipotesi è puramente ragionevole; non 
'è nessun motivo di pensare il 
ontrario2.Notiamo 
he una sempli
e assunzione di questo tipo non vale se:1. Il sistema non è isolato, 
ioè può s
ambiare energia o parti
elle 
on l'esterno, in modotale 
he E e/o N variano; infatti in questo 
aso l'esterno può in�uenzare la probabilitàdi 
erti stati2. il sistema è fuori dell'equilibrio (si può �forzare�, o �vin
olare�, il sistema in modo 
heal
uni mi
rostati siano meno probabili, o addirittura impossibili; ad es. vin
olando metàdelle mole
ole a stare nella metà di destra del 
ontenitore)Per esprimere in termini quantitativi l'assunzione appena enun
iata de�niamo innanzitutto 

ome il numero totale dei mi
rostati. È abbastanza intuitivo 
he 
 dipende sia dall'energiadel sistema, sia dalle sue dimensioni: 
 = 
(N;V;E)Il prin
ipio di equiprobabilità a priori si può quindi s
rivere in termini della funzione didistribuzione P� : P� = 1
(N;V;E)2si può intuire una sua 
onnessione 
on il teorema di Liouville



2 INSIEME MICROCANONICO 3per ogni mi
rostato �, 
ioè P� è 
ostante su tutto l'ensemble.Notiamo 
he 
(N;V;E) è a rigore un numero, però possiamo trattarla 
ome una funzione
ontinua delle sue variabili, analogamente a quanto si fa per la distribuzione spaziale delnumero di parti
elle di un sistema3.In questo 
aso possiamo de�nire l'entropia 
omeS = kB ln
(N;V;E) (1)dove kB , la 
ostante di Boltzmann, si ri
ava dal 
onfronto 
on le misure sperimentali. Sde�nita in questo modo -al di là del valore numeri
o esatto- possiede le proprietà fondamentalidell'entropia termodinami
a:1. S è estensiva; infatti se si immagina il sistema 
ome 
omposto di due sottosistemi A eB (ad esempio, uno di NA e uno di NB parti
elle, 
on NA +NB = N )4, alloraSA+B = kB ln(
A
B) = SA + SBEsempio: quattro parti
elle a; b; 
; d in due �livelli�: 
ias
una delle duemetà del 
ontenitore. Poi
hé ogni parti
ella può stare in entrambii livelli, il sistema ha 
 = 24 = 16 mi
rostati. Ora 
onsideriamo(mentalmente) i due sottosistemi A = a; b e B = 
; d. I mi
rostati di
ias
un sottosistema sono 
A = 
B = 22 = 4:(ab;�); (a; b); (b; a); (�; ab)(
d;�); (
; d); (d; 
); (�; 
d)Gli stati totali sono la 
ombinazione di 
ias
un mi
rostato del sistemaA 
on 
ias
un mi
rostato di B, 
ioè 
 = 4� 4 = 16 stati:(ab
d;�); (ab
; d); (abd; 
); (ab; 
d); : : :2. L'entropia è massima all'equilibrio. Per forzare il sistema in una 
ondizione dinon-equilibrio (ma sempre 
on gli stessi valori di N;V;E) devo introdurre un vin
olo ag-giuntivo. Ad esempio, posso (pensare di) portare il sistema fuori dall'equilibrio separandole NA mole
ole dalle NB, 
ias
una in una porzione di volume, tale 
he V = VA + VB;quando rimuovo il vin
olo las
iando 
he il sistema si evolva liberamente, esso si portanuovamente nella 
ondizione di equilibrio, 
ioè 
on tutte le mole
ole 
he o

upano tuttoil volume. Dunque l'entropia del sistema+vin
olo deve essere minore di quella del siste-ma originario. Infatti, 
ias
uno dei due sottoinsiemi di mole
ole non ha a disposizionetutti gli stati 
he ha a disposizione in assenza di vin
olo.3per una dis
ussione di questo punto 
fr. Chandler, p. 58.4notare 
he il volume di entrambi i sottosistemi resta quello totale; una situazione diversa è se il sistemaviene realmente diviso in due parti, 
on l'introduzione di un vin
olo, 
fr. il punto su

essivo



3 INSIEME CANONICO 4Nell'esempio appena 
itato, se imponiamo 
he due parti
elle siano inun livello e due nell'altro, si ha solo un mi
rostato:(ab; 
d)e 
 = 13. S è una funzione monotona 
res
ente di E. Infatti dalla termodinami
a sappiamo
he � �S�E�N;V = 1T > 0Se
ondo la de�nizione data (1), questa diseguaglianza diventa1T = kB �� ln
(N;V;E)�E �N;V > 0o � = 1kBT = �� ln
(N;V;E)�E �N;V > 0(per de�nizione kB > 0). Per
hé la disuguaglianza valga, bisogna 
he 
(N;V;E) sia unafunzione 
res
ente di E per N;V �ssi. Il 
he è ragionevole: se l'energia totale aumenta,aumentano an
he i modi di distribuirla tra le parti
elle.3 Insieme 
anoni
oConsideriamo adesso un sistema, non più isolato, ma 
he può s
ambiare energia 
on l'ambienteesterno, in parti
olare 
on un bagno termi
o 
he ne mantiene la temperatura al valore T .Un tale sistema è rappresentato, in termodinami
a, da un punto nello spazio N;V; T . Adogni punto di questo spazio 
orrisponde un insieme statisti
o 
he in questo 
aso si 
hiamainsieme 
anoni
o.Figura 2: (da Chandler): Stati di un sistema 
hiuso in un bagno termi
o



3 INSIEME CANONICO 5Da un punto di vista mi
ros
opi
o la situazione appare più 
omplessa 
he nel 
aso pre
e-dente. I mi
rostati 
ompatibili 
on le 
ondizioni date sono tutti quelli 
orrispondenti ad una
erta energia totale E1(
ome nel mi
ro
anoni
o), ma an
he tutti quelli 
orrispondenti ad E2;et
. Mi posso domandare qual è il peso relativo delle varie 
lassi di stati (E� = E1; E2; : : :).Per rispondere fa

iamo riferimento a quello 
he sappiamo sull'insieme mi
ro
anoni
o.Dobbiamo però aggiungere l'ipotesi 
he la 
oppia (sistema + bagno) sia isolata, 
ioè 
heE = EB+E�sia �sso (EB= energia del bagno termi
o). Posso sempre soddisfare quest'ipotesi,s
egliendo il bagno opportunamente.La 
oppia (sistema+ bagno) è un sistema N;V;E a 
ui 
orrisponde un insieme mi
ro
a-noni
o:Figura 3: (da Chandler): Insieme 
anoni
o 
ome sottosistema di un insieme mi
ro
anoni
o

Sappiamo 
he gli stati di questo �super-sistema� sono equiprobabili. Ma la domanda 
he 
isiamo posti è: qual è la probabilità di osservare uno qualsiasi tra i mi
rostati in 
ui l'energiadel sistema osservato è E�? P� =?Chiaramente P� / 
(E�)
ioè, questa probabilità è proporzionale al numero degli stati del super-sistema in 
ui il sistemaosservato ha energia E�Ora il passaggio 
hiave è il seguente: questo numero è uguale al numero degli stati in 
uiil bagno ha energia E �E� : 
(E�) = 
(E �E�)(notare 
he è qui 
he sfruttiamo l'ipotesi 
he il super-sistema sia isolato).È un problema 
ombinatorio: se noi 
onsideriamo tutti i possibili modi di disporre Noggetti in un 
erto spazio, il numero di modi in 
ui � di questi oggetti si trovano in unadeterminata regione è uguale al numero di modi in 
ui N � � si trovano nel resto dello spazio.Ora fa

iamo due ulteriori assunzioni 
he derivano dalle grandi dimensioni del bagno:



3 INSIEME CANONICO 61. L'energia del bagno è enormemente maggiore di quella del sistema:EB � E�2. I livelli di energia del super-sistema sono 
osì vi
ini da formare un 
ontinuo, in modotale 
he la funzione 
(E) e 
ontinua e d
dE è de�nita.In questo 
aso posso espandere 
(E � E�) in serie di Taylor. Lo stesso posso fare per il suologaritmo -ri
ordiamo 
he la quantità 
he ha maggiore signi�
ato �si
o non è 
, ma ln
5:
(E �E�) = exp[ln
(E �E�)℄ln
(E �E�) = ln
(E)� �� ln
�E �N;V E� + : : :ed usando la de�nizione di � ln
(E �E�) ' ln
(E)� �E�valida nel limite E !1.Quindi in questo limite 
(E �E�) = 
(E) exp[��E� ℄o P� / e��E�Normalizzando le probabilità XP� = 1si ha: P� = e��E�Q funzione di distribuzione 
anoni
aQ(N;V; �) = P� e��E� funzione di ripartizione 
anoni
a3.1 CommentoQuesta derivazione della funzione di distribuzione 
anoni
a è può apparire un po' astratta earti�
iosa. Quali sono i suoi limiti?La validità di questa trattazione dipende dall'esistenza e dal signi�
ato delle grandezze 
heusiamo, 
ioè essenzialmente di � = �� ln
�E �N;VSe questa fosse una funzione inde�nibile, immisurabile, dis
ontinua o mostruosamenteos
illante, l'equazione pre
edente sarebbe formalmente 
orretta ma po
o utile; il fatto 
heT = 1kB� sia una grandezza �si
a ben de�nita le dà inve
e un signi�
ato.È le
ito quindi aspettarsi 
he una trattazione simile si possa appli
are a tutti i problemiri
ondu
ibili allo stesso modello: un sistema in equilibrio 
on una �riserva�, il tutto isolato, etale 
he si può de�nire una funzione �, ovvero una funzione 
 a logaritmo derivabile.5ad esempio, 
 è de�nita a meno di un fattore, mentre ln
 a meno di un addendo



3 INSIEME CANONICO 73.2 EsempioPrendiamo una s
a

hiera di C = 6� 6 
aselle e disponiamo
i a 
aso, 
on l'aiuto di due dadi,N = 108 pedine. Un risultato può essere quello della �gura 4:Figura 4: La s
a

hiera all'inizio del gio
o 
on il numero di pedine in 
ias
una 
asella

Da un punto di vista statisti
o possiamo des
rivere la situazione 
ontando le 
aselle 
he
ontengono 1 pedina, quelle 
he ne 
ontengono 2, et
., e rappresentiamo il risultato in unistogramma (�gura 5). Come si vede, non tutte le 
aselle 
ontengono 3 pedine (la media), anzi
i sono più 
aselle 
on 1,2, o 4 pedine.Figura 5: Numero di 
aselle 
on 0,1,2, et
. pedine (108 pedine su 36 
aselle).

Ora muoviamo a 
aso le pedine tra le 
aselle. Per fare questo tiriamo i dadi due volte perogni mossa: il primo tiro indi
a la 
asella da 
ui levare una pedina (se la 
asella è vuota, siritira); il se
ondo tiro, dove metterla. Ripetiamo la 
osa molte volte per simulare un rimes
o-lamento e�
iente. Notiamo 
he N si 
onserva. Dopo 1000 mosse, ad esempio, la situazione



3 INSIEME CANONICO 8è quella della �gura 6. Vediamo 
he la distribuzione si è modi�
ata (ora 
i sono an
he molte
aselle vuote). Figura 6: Distribuzione dopo 1000 mosse.

Se andiamo avanti 
on rimes
olamenti di 1000 mosse otterremo istogrammi (distribuzioni)diversi. Se volessimo fare una statisti
a potremmo fare una media sui vari istogrammi 
heotteniamo. Come vi aspettate 
he sia l'istogramma mediato su 500 rimes
olamenti?La risposta è riportata nell'ultima �gura (7). Vediamo 
he in media 
i sono molte 
asellevuote, un po' meno 
aselle 
on 1 pedina, an
ora meno 
on 2, e sempre a s
endere �no a mediemolto basse per numeri di o

upazione alti, tipo 13 o maggiore.Figura 7: Distribuzione mediata su 500 mes
olamenti 
ias
uno di 1000 mosse.



3 INSIEME CANONICO 9Non stupirà s
oprire 
he la frequenza relativa di 
aselle 
on � pedine è 
ir
aP� / e���equazione 
he diventa sempre più pre
isa quanto più alto è N ; in sostanza, abbiamo ottenutouna distribuzione 
anoni
a.Ed infatti questo sempli
e esempio può essere trattato in modo perfettamente analogo a
ome abbiamo a�rontato gli insiemi statisti
i, se al numero di pedine fa

iamo 
orrisponderel'energia.Ogni 
asella rappresenta una 
opia del sistema nell'insieme 
anoni
o. Il resto delle 
asellesvolge il ruolo del bagno termi
o. La s
a

hiera, 
ome il �super-sistema� mi
ro
anoni
o in
ui è immerso un sistema 
anoni
o, è isolata e, assumendo 
he tutte le 
on�gurazioni sonougualmente a

essibili, all'equilibrio.La quantità � può essere sia 
al
olata analiti
amente6 
he misurata 
on una sempli
esimulazione, e rappresenta a tutti gli e�etti la �temperatura re
ipro
a� del sistema.3.3 Collegamento 
on grandezze termodinami
he.Nell'insieme mi
ro
anoni
o abbiamo stabilito un 
ollegamento tra la grandezza statisti
arilevante (
) e una quantità termodinami
a, S :S = kB ln
(N;V;E)Esiste un analogo 
ollegamento tra la grandezza statisti
a rilevante nell'insieme 
anoni
o (Q)e l'energia libera di Helmholtz, A, per la quale valgono le relazioniA = E � TS (2)S = ���A�T �N;V (3)se usiamo la seguente de�nizione di A: A = � lnQ�Proviamo ad esempio a 
al
olare l'energia interna del sistema. Nell'insieme 
anoni
o questaè data dalla media dell'energia< E > = < E� >=X� P�E�= P� E�e��E�P� e��E�= � 1Q ��Q�� �N;V= ��� lnQ�� �N;V6vedi l'appendi
e



A APPENDICE: SOLUZIONE DELL'ESEMPIO 10Con la de�nizione di A sopra riportata si ha:< E >= �� (�A)�� �N;V
he è esattamente quello 
he si ottiene in termodinami
a dalle relazioni (2) e (3)A Appendi
e: soluzione dell'esempio� Dal 
al
olo 
ombinatorio si ha 
(N) = (N + C � 1)!N !(C � 1)!(numero di modi di disporre N oggetti indistinguibili in C 
elle)� numero medio di pedine per 
ella: n = NC� 
al
olo di � per alti valori di N . Si ha:limN!1� = lim�� ln
�N � = ln�1 + C � 1N �Inoltre, se C � N � ' ln�1 + CN � = ln�1 + 1n� (4)Notare 
he nel limite C � N , 
ioè 1n ! 0, si può appli
are limx!0 ln(1 + x) = x, e quindi� ' 1n (5)� 
al
olo di n 
ome media d'insieme:n = 1X0 �P� ' 1R0 xe��xdx1R0 e��xdxGli integrali valgono: 1Z0 xe��xdx = "�e��x (�x+ 1)�2 #10 = 1�21Z0 e��xdx = "�e��x� #10 = 1�e in 
on
lusione n ' 1�
he è in a

ordo 
on (5), valida negli stessi limiti



A APPENDICE: SOLUZIONE DELL'ESEMPIO 11� funzione di distribuzione: P� = e��� ' e� �n
ioè, la legge di distribuzione dipende dal numero d'o

upazione s
alato (rispetto allamedia), x = �n . Al
une interessanti relazioni:P (x) = e�xyZ0 P (x)dx = 1� e�y1Zy P (x)dx = e�yda queste dis
ende ad esempio 
he� la frazione di 
aselle 
on o

upazione inferiore alla media (x < 1) è1� e�1 = 0:632� la mediana di x, 
ioè il valore 
he las
ia uguale popolazione al disopra e al disotto,è � ln 12 = 0:693


