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1 Metodi Montearlo
• In meania statistia, il valore di aspettazione un'osservabile legata ad una quantitàmeania mirosopia dipendente dalle variabili on�gurazionali, A(q), è data dalla suamedia d'insieme. Ad es. nell'insieme anonio

〈A〉 =

∫

dq A(q) e−βV (q)

Z

• Questa formula permette in teoria di alolare 〈A〉 da un'espressione del potenziale. Inpratia però non è utilizzabile perhé� l'integrale ha tante dimensioni anhe per un modello di pohi atomi, e una grigliaanhe rada ontiene un numero di punti proibitivo (dell'ordine di 103N per N atomi)� la stragrande maggioranza di questi punti ontribuise all'integrale in misura trasu-rabile
• Questo problema di ampionamento è stato risolto da tempo faendo riorso all'importanesampling. In pratia, invee di ampionare lo spazio uniformemente e pesare i punti on

e−βV (q), si ampiona lo spazio seondo e−βV (q) e si pesa iasun punto ugualmente
• Oorre quindi una tenia per generare una distribuzione seondo e−βV (q). Generalmentelo si fa ostruendo un �random walk � tra on�gurazioni, tale he la distribuzione �naletende ad approssimare quella voluta
• L'algoritmo più usato è quello di Metropolis:

2



1. si alola l'energia del sistema nella on�gurazione di partenza, V (q)2. si genera a aso una nuova on�gurazione, per esempio muovendo unapartiella selta a aso di un movimento asuale3. si alola l'energia del sistema nella nuova on�gurazione, V (q′)4. si aetta la mossa on probabilità
acc(q → q′) = min

(

1, e−β(V (q′)−V (q))
)

5. se la mossa è aettata, la suessiva on�gurazione nella serie è quellanuova; altrimenti è uguale a quella vehia6. si ripete dal primo punto
• L'algoritmo di Metropolis realizza probabilità degli stati he sono stazionarie all'equilibrio,attraverso la ondizione, su�iente ma non neessaria, del bilaniamento dettagliato dei�ussi tra gli stati:probabilità di passare da i a j = probabilità di passare da j a i

2 Sistemi non ergodii3 Metodo di Sambio di Replihe (REM)
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4 Probabilità di transizione in MC-REMNell'implementazione di un algoritmo MC-REM è importante avere una omprensione detta-gliata dei parametri he in�uenzano la probabilità di aettare una mossa MC o uno sambiodi replihe REM. In partiolare è neessario esprimere questa probabilità in funzione delledistribuzione di energia potenziale delle singole replihe.Il numero totale di mosse aettate durante una simulazione può essere diviso in dueontributi:
Nacc = Nacc(∆E<0) + Nacc(∆E>0) (1)dove ∆E = E2 − E1 india nel aso di una simulazione REM la di�erenza di energia tra lereplihe, e Nacc(∆E < 0) e Nacc(∆E > 0) rappresentano rispettivamente il numero di mosseaettate on diminuizione ed aumento di energia.Per una simulazione di equilibrio in ui sia valida la ondizione di bilaniamento dettagliato,per ogni oppia di stati (i, j) on Ej > Ei si hano. di mosse aettate da i verso j = no. di mosse aettate da j verso i

Nacc (i → j) = Nacc (j → i)Sommando su tutte le possibili oppie (i, j) on Ej > Ei:
Nacc(∆E<0) = Nacc(∆E>0) (2)Si noti he questa semplie dimostrazione non è appliabile senza la ondizione del bilaniamentodettagliato1. Nel aso del bilaniamento dettagliato lo stesso risultato si può ottenere per viaanalitia (fr. [1℄)Di onseguenza abbiamo he il numero di mosse aettate è:1Se non è valido il bilaniamento dettagliato, all'equilibrio solo i �ussi totali in entrata e usita da iasunostato i si devono uguagliare. Supponiamo di avere un sistema in ui sia valido il bilaniamento non dettagliatoe he per questo valga l'uguaglianza delle probabilità on aumento e diminuzione di energia, (2). Posso ostruireun nuovo sistema, anh'esso in equilibrio, sambiando tra loro le energie di due stati (1, 2) ontigui in energiae mantenendo invariati tutti i �ussi. In questo nuovo sistema vale anora il bilaniamento non-dettagliato,perhé non ho modi�ato i �ussi; tuttavia, tra i due �ussi Nacc (1 → 2) e Nacc (2 → 1), quello he ontribuiva a

Nacc(∆E<0) ora ontribuise a Nacc(∆E>0) e vieversa; quindi se Nacc (1 → 2) 6= Nacc (2 → 1) l'uguaglianza(2) non vale più. 4



Nacc = 2Nacc(∆E<0) (3)Inoltre, poihè l'algoritmo aetta on probabilità unitaria le mosse on ∆E < 0, possiamosrivere
Nacc = 2N(∆E<0)e in termini di probabilità:
P acc = 2P (∆E<0) (4)Cioè, la probabilità di aettare una mossa in ui una replia a temperatura bassa assumela on�gurazione di una replia a temperatura alta è due volte la probabilità he la replia a Talta abbia una energia inferiore a quella a T bassa.È possibile esprimere questa probabilità in funzione delle distribuzioni delle energie dellesingole replihe. La probabilità P (∆E) di trovare una di�erenza di energia ∆E è data dallafunzione di orrelazione (ross-orrelation) delle singole distribuzioni:

P (∆E) =
∫ +∞

−∞

dE P1(E) P2(E + ∆E) (5)La probabilità di aettazione totale (4) si ottiene integrando l'ultima espressione su tutti ivalori negativi di ∆E. Ponendo ∆E ≡ δ

P (δ) =
∫ +∞

−∞

dE P1(E) P2(E + δ) (6)
P acc = 2

∫ 0

−∞

P (δ) dδ (7)Si può srivere un'altra espressione per P acc ponendo δ ≡ E ′−E. Si ha (fr. eq. (7) in [1℄):
P acc = 2

∫ +∞

−∞

dE P1(E)
∫ E

−∞

dE ′ P2(E
′)e de�nendo la funzione integrale di P2

Q2 (E) =
∫ E

−∞

dE ′ P2(E
′)5



P acc = 2
∫ +∞

−∞

dE P1(E) Q2(E) (8)Dunque la probabilità di aettazione è data in base alla (7) dall'integrale (esteso �no a
δ = 0) della funzione di orrelazione di P1 e P2, o, in base alla (8), dalla orrelazione (alolataper δ = 0) di P1 on la funzione integrale di P2. Un'analisi di queste quantità mostra heentrambe sono una quanti�azione dell'overlap delle due distribuzioni.Innanzitutto notiamo he la distribuzione P2(E) è spostata a destra rispetto a P1(E) datohe orrisponde ad una temperatura più alta (vedi Figure 4 on page 6).Consideriamo la seonda espressione, (8). Quanto più basso è il valore di P2 (E) nella regionein ui P1 è signi�ativamente diverso da zero (ioè quanto minore è la sovrapposizione tra ledue distribuzioni), tanto minore è anhe il valore di Q2 (E) in questa regione, e quindi tantopiù piolo è l'integrale (8).
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Figura 1: Illustrazione del alolo di P acc on la formula (8)(vedi testo).Utilizzando invee la prima espressione (7), oorre onsiderare l'andamento della orrela-zione (6) in funzione di δ (vedi Figure 4 on page 7). Essa ha valore nullo per δ = −∞ (ioèper P2 (E + δ) in�nitamente spostato a destra rispetto a P1 (E)) e rese on il resere di δ�no ad un valore �nito per δ = 0; in seguito assume valori resenti on l'ulteriore resere di δ�no ad un valore massimo in orrispondenza dello spostamento (verso sinistra, on δ > 0) hedà la massima sovrapposizione di P1 (E) on P2 (E + δ), per tornare ad annullarsi a δ = +∞.L'integrale di questa funzione di orrelazione he ontribuise a P acc è solo la parte da −∞ a6



0, e sarà tanto minore quanto minore è il valore della orrelazione sull'estremo superiore δ = 0,ioè quanto minore è la sovrapposizione di P1 (E) on P2 (E).
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Figura 2: Illustrazione del alolo di P acc on la formula (7). Nel diagramma inferiore, lafunzione di orrelazione è riportata in funzione di δ on l'asse delle asisse invertito.
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