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0.1. NOZIONI DI BASE DI CHIMICA E FISICA 9

Per sequire il corso con profitto, lo studente deve avere un bagaglio di conoscenze di
base in chimica, fisica e matematica. Nei prossimi due paragrafi se ne da un elenco
s0mmario.

0.1 Nozioni di base di chimica e fisica

e atomi, molecole, tabella periodica degli elementi
e la mole
e gli stati della materia: solido, liquido, gas

e grandezze fisiche fondamentali: massa, velocita, accelerazione, forza, energia (ci-
netica, potenziale e totale), pressione, temperatura assoluta

e unita di grandezza nel sistema internazionale

0.2 Strumenti matematici

e funzioni, derivate, differenziali, integrali

e massimo e minimo di funzioni

0.2.1 funzioni di piu variabili e loro differenziali

Richiamiamo qui alcuni concetti sulle funzioni di piu variabili che ¢ importante padro-
neggiare per comprendere la termodinamica.

Per un esauriente ripasso, vedi Atkins and DePaula, [2010] “Mathematical Background
2: Multivariate calculus”.

f:f(x7y>

_(9f of
df a (81’ ) y=cost & " < ay ) T=cost dy

d(fg) = gdf + fdg

Notare che in generale la quantita infinitesima

df =a(z,y)dx+b(x,y)dy
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(9ff0x),,
(0ffdy)

fix.y)

Fig. MB2.1 A function of two variables, f(x,y), as depicted by the
coloured surface, and the two partial derivatives, (df/dx),and
(df/dy),, the slope of the function parallel to the x- and y-axes,
respectively. The function plotted here is f(x,y) = ax’y + by *

witha=1and b=-2.

Figura 1: funzione di due variabili (da |Atkins and DePaulalY |201q)

non ¢ un “differenziale esatto”; lo ¢ solo se a (x,y) e b(z,y) sono le derivate parziali di
f(z,y).

Se df e un differenziale esatto

1. conoscendo a (x,y) e b(x,y) si puo risalire a f (z,y)

2. lintegrale di df tra due punti A e B sul piano xy non dipende dal percorso di
integrazione, ma solo dal valore di f in A e B:

/Adfzf(B)—f(A)

ne consegue che l'integrale su un percorso chiuso ¢ nullo:

¢W20
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Se invece df non e un differenziale esatto, il suo integrale di linea ff df dipende dal
percorso A — B, e su un percorso chiuso si ha

%W%o
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Capitolo 1

Le leggi fondamentali della
termodinamica

1.1 Introduzione

1.1.1 Che cos’¢e la termodinamica

Iniziamo cercando di chiarire qual ¢ il campo di indagine della termodinamica. Molti
sanno che si tratta della materia che “studia il calore”: il che, pur essendo sostan-
zialmente corretto, tuttavia non fa che spostare la nostra attenzione sulla natura del
calore e sulla sua relazione con gli altri campi delle scienze fisiche, in particolare con la
meccanica e le sue leggi fondamentali.

Con la teoria della meccanica si studiano corpi semplici: oggetti la cui sola proprieta
rilevante e la massa. Lo scopo e quello di descriverne il moto: cioe come la posizione
di un corpo varia nel tempo. La formulazione classica (di Newton) si fonda su alcuni
principi o leggi fondamentali, in cui il ruolo centrale e costituito dalla forza che agisce
sul corpo: la variazione della velocita di un corpo avviene nella direzione della forza ed e
proporzionale all’intensita di quest’ultima. Scrivendo le opportune equazioni, posizione
e velocita del corpo possono essere ricavate in ogni istante se si conosce ’andamento
della forza nello spazio e nel tempo (e la posizione e la velocita inizialiED.

Tn base alle equazioni di Newton in una dimensione, la posizione x (t) e la velocita v(t) del corpo
di massa m sottoposto alla forza F' sono date dalla risoluzione del sistema di equazioni
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Altre grandezze collegate alla forza e al moto, come 'energia cinetica (E;,) e 1'energia
potenziale (E,.), possiedono utili proprieta: ad esempio si puo dimostrare che 'energia
totale &} = iy, + Epor TEStA costanteﬂ; o che un corpo fermo, una volta rimosso il vincolo
che lo blocca, tende a muoversi verso il minimo dell’energia potenzialeEL convertendo
energia potenziale in energia cinetica.

ovvero . Y
l‘(t)zx(O)-i-U(O)-t-‘r/ dt'/ Lt>dt”
0 0 m

che ¢ risolubile (almeno in teoria) se sono noti x (0) , v (0) e la forza che agisce sul corpo in ogni istante.
2questo principio di conservazione dell’energia totale vale solo in sistemi conservativi, cioe in assenza
di forze di attrito
3infatti per definizione F, = —%, cioe la forza & diretta nel verso in cui diminuisce ’energia
potenziale
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[llustriamo quanto detto con un problema elementare di meccanica: un corpo
grave che, da fermo, viene lasciato cadere da una certa altezza h.

La forza di gravita ¢ F' = —mg. Se, ad esempio, il problema posto e: “che
velocita possiede il corpo quando tocca terra?”, la risposta

lv| = \/2gh

puo essere trovata facilmente sia risolvendo le equazioni del motd? sia
utilizzando il principio di conservazione dell’energiaﬂ.

E ot=mgh
A
¥ h
F=-mg
Epot=0
%Le equazioni newtoniane del moto sono
1
0=h——gt*
59
v=0-—gt

ed eliminando ¢ si ha

v=—+/2gh
bLa conservazione di E da
E0)=E(1)

Ecin (O) + Epot (0) = Ecin (t> + Epot (t)

1
0+mgh:§mvz+0

da cui

lv| = \/2gh
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Questa impostazione si dimostra efficace anche per descrivere il moto di corpi reali, cioe
corpi dotati di dimensioni e forma, quando 'effetto di queste ultime sia trascurabile.
Oppure, per descrivere insiemi di corpi semplici tra loro interagenti in moto libero, o
tenuti a distanze fisse (corpi rigidi). Tuttavia, con il crescere del numero di componenti
elementari di un sistema, la descrizione del loro moto diventa rapidamente troppo
complessa per essere affrontata con gli strumenti della meccanica -e del resto essa ¢
irrilevante: se studiamo un campione di liquido in un contenitore non ci interessa certo
conoscere in dettaglio il moto di ciascuna delle molecole che lo compongono!

In contrasto con la meccanica, in termodinamica si studiano oggetti macroscopici
(come il campione di liquido di cui sopra), disinteressandosi del loro moto o di quello
dei loro componenti microscopici, e concentrandoci su alcune proprieta collettive (totali
o medie), in particolare quelle legate ai flussi di energia. Le grandezze che caratterizzano
il sistema sono la quantita di sostanza, I’energia totale e il volume. (Vedremo in
seguito che, al posto di volume e energia, si possono usare anche altre grandezze come
temperatura e pressione).

Alla luce di quanto detto, possiamo dare una definizione di termodinamica: E]

La termodinamica e la scienza fisica che studia sistemi macroscopici, il cui stato e
caratterizzato da un numero limitato di grandezze (numero di particelle, energia,
volume); in particolare, studia le trasformazioni tra stati dovute a trasferimento di
energia in forma meccanica o termica.

Con il termine macroscopico si intende un sistema che ha dimensioni del laboratorio
(ad esempio, numero di particelle microscopiche dell’ordine di 1 mol ~ 10?3, lunghezze
dell’ordine del metro, masse dell’ordine del kg, etc), a differenza dei sistemi microscopici
che hanno dimensioni atomiche.

Il sistema puo scambiare energia con l'esterno in forma meccanica, cioe attraverso la
variazione di una sua grandezza macroscopica (ad esempio il volume V') che accoppiata

4Questa ¢ la definizione dell’Enciclopedia Italiana:

termodinamica: Parte della fisica che studia i processi macroscopici implicanti scambi e conversioni
di calore; lo studio termodinamico, puramente fenomenologico, descrive i sistemi fisici con un
numero limitato di parametri, misurabili macroscopicamente e tra i quali sussistono relazioni
determinabili sperimentalmente. Alla base della t. & I’equivalenza fra calore e lavoro. ...
La descrizione di un sistema materiale costituito da molti componenti si puo fare mediante
grandezze istantanee (coordinate, velocita, massa) relative ai singoli componenti o mediante
grandezze globali (massa complessiva, volume, pressione), misurabili macroscopicamente, dette
variabili, o parametri di stato (=), e il sistema cosi descritto ¢ detto sistema termodinamico. Tra
le variabili di stato sussistono relazioni dette equazioni di stato. Un sistema termodinamico, non
interagente con l’esterno abbastanza a lungo, raggiunge uno stato di equilibrio termodinamico,
in cui i parametri di stato sono uniformi e costanti nel tempo. Una trasformazione t. &
un qualunque processo per cui un sistema si porta da uno stato di equilibrio t. a un altro
Enciclopedia Italiana Treccani
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con una “forza” esterna (ad esempio, la pressione esterna p.) compie un lavoro positivo
o negativo (come dimostreremo pit avanti, la variazione di energia del sistema associata
ad una variazione dV' di volume ¢ dU = —p.dV).

Oltre che in forma meccanica, lo scambio di energia puo avvenire in forma termica
(cioe, di calore), se il sistema ¢ messo in contatto con un altro a diversa temperatura.
Quest’ultimo meccanismo ¢ esclusivo dei processi termodinamici. Grandezze come
calore e temperatura non hanno significato nella meccanica.

La conservazione dell’energia totale implica che in un sistema isolato tutti gli scambi
interni di energia in forma meccanica e termica diano somma zero. Questo fatto prende
il nome di “Primo Principio della Termodinamica”.

Seguendo il punto di vista di alcuni autoriﬂ possiamo affermare che lo scopo generale
della termodinamica ¢ quello di determinare quale sara lo stato di equilibrio finale
quando in un sistema composito, isolato, si rimuove un wvincolo interno: ad esempio, se
abbiamo un sistema composto da due porzioni separate da una parete isolante, che si
trovano a temperature diverse, lo scopo e stabilire in che direzione si evolve il sistema
totale quando la parete viene eliminata.

Gli strumenti formali corrispondenti alle equazioni di Newton sono qui 1’equazione
di stato e U'equazione fondamentale del Sistemaﬂ in cui compaiono le grandezze ter-
modinamiche. Il ruolo che in meccanica e dell’energia potenziale ¢ qui svolto dal
potenziale termodinamico (ad esempio I'entropia, o 'energia libera; si possono adottare
approcci diversi) che in base ad un principio fondamentale, normalmente noto come
“Secondo Principio della Termodinamica”, al rimuoversi di un vincolo tende a un
massimo (l’entropia) o a un minimo (I’energia libera).

SCallen| [1985], p. 26: “The single, all-encompassing problem of thermodynamics is the
determination of the equilibrium state that eventually results after the remowval of internal constraints
i a closed, composite system”

6vedi le sezioni e
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Esempio: consideriamo il semplice problema di termodinamica citato poco
sopra (pag : determinare la temperatura finale Ty del sistema composto
di due porzioni isolate di ny e ng moli della stessa sostanza, a temperature
diverse, quando st rimuove [’isolamento. Il sistema nella sua interezza e isolato.
La soluzione si ottiene facilmente applicando il principio di conservazione di
energia e il principio di massima entropia totale{’

nalsa +nplp

Ty =
na+ng

2Consideriamo il caso in cui la rimozione consiste nel rendere possibile il passaggio di
calore, ma non di materia.
Poniamo Ty > T. 1l secondo principio ha come conseguenza che, tolto il setto, il calore
fluisce da A a B (v. la sez. [1.3.13)). Indicando il calore @ con il segno positivo se entra in
una porzione del campione, negativo se esce, si ha quindi

QA<0

con Qg = —Q@Q 4; secondo il primo principio, infatti, il calore che entra in B & uguale a quello
che esce da A, perché il sistema completo & isolato
Se la capacita termica molare costante ¢ C' dalla sua definizione (sez. [2.2)) si ha

QAZTLAC(Tf—TA) <0
Qp=npC(Tf—Tp) >0

da cui risulta che Ty > Tt > Tp; il valore di T} si puo ricavare da Qp = —Q4:
nBC (Tf - TB) = nAC (TA - Tf)
da cui

naTa +npTp

T =
f nag+npg

Notare che il risultato non dipende dalla natura della sostanza (cioé da C'), ma solo dalle
quantita e dalle temperature delle due porzioni
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In conclusione, la termodinamica studia gli stessi corpi materiali della meccanica, solo
su scala diversa.

E interessante notare alcune analogie che esistono tra la trattazione della meccanica e
quella della termodinamica; ad esempio, in entrambi i casi

1. per risolvere un dato problema si possono usare approcci diversi e grandezze
diverse (forza o energia in meccanica; entropia o energia libera in termodinamica)

2. in assenza di vincoli un sistema tende a muoversi verso il minimo, rispettivamente
dell’energia potenziale e dell’energia libera

3. l'energia totale di un sistema isolato si conserva

Un’importante differenza, invece, € che mentre in generale nei problemi di meccanica e
possibile scrivere esplicitamente I'espressione della forza e quindi le equazioni del moto,
le grandezze che compaiono nelle equazioni termodinamiche si possono scrivere in forma
analitica solo per alcuni modelli teorici, come il gas ideale; nei casi reali, ’andamento
delle grandezze si ricava da misure sperimentali o da simulazioni numeriche.

1.1.2 Formulazione assiomatica della termodinamica

Storicamente, la termodinamica e nata da alcune osservazioni sperimentali sul calore
e sulle macchine termiche, a partire dalle quali sono state sviluppate nell’Ottocento
varie teorie diverse. Nel corso del secolo si € riconosciuto che le teorie esistenti erano
sostanzialmente equivalenti e si e fatto uno sforzo per ricondurle ad unita, con il
riconoscimento da parte della comunita scientifica di un corpo di leggi e grandezze
fondamentali compatibili con le diverse trattazioni. E importante tenere a mente che al
tempo del primo sviluppo della termodinamica non c’era una visione chiara e condivisa
sulla struttura intima della materia, cio¢ sull’esistenza degli atomi e delle molecole;
percio la teoria “del calore e del lavoro” ha progredito inizialmente in modo indipendente
dal resto della fisica.

Con l'affermarsi della teoria atomica ¢ naturalmente sorta la necessita di riconciliare la
meccanica dei corpi semplici con il comportamento termico degli oggetti macroscopici.
In seguito, e stato necessario integrare in questa visione anche la meccanica quantistica.

Parallelamente si e cercato di superare I'impostazione puramente fenomenologica della
termodinamica e dei suoi principi. Dal secolo scorso esiste una teoria formale della
termodinamica, matematicamente rigorosa e concettualmente sempliceﬂ, che e basata
- come la meccanica classica o quantistica - su pochi assiomi o postulati di carattere
universale. Essa ¢ particolarmente adatta a integrarsi con una trattazione microsco-
pica, pur conservando una sua validita generale che prescinde dall’esistenza dei corpi
elementari come gli atomi.

"fondata da CarathéodoryCarathéodory [1909] e consolidata da CallenCallen [1960)



22 CAPITOLO 1. LE LEGGI FONDAMENTALI DELLA TERMODINAMICA

Questa formulazione “assiomatica”, tuttavia, per qualche motivo ancora non e diventata
lo standard nell’insegnamento, soprattutto ai livelli piu elementari. Abbiamo cercato
qui di colmare questa mancanza, proponendola agli studenti di corsi di laurea triennale,
nella convinzione che essa possa fornire loro delle basi culturali piu solide e durature.

Il corso & basato sui testi fondamentali di [Chandler| [1987] e [Callen| [1985]F nonché
sull’efficace sintesi di |[Swendsen| [2012] (capitolo 9).

1.1.3 Termodinamica e meccanica statistica (macroscopico e
microscopico)

Sappiamo che un sistema <termodinamico> (cioé macroscopico) € costituito da un
numero altissimo (agli effetti pratici, infinito: N — o0o), di particelle microscopiche che
seguono le leggi della meccanica.

Ogni stato microscopico del sistema e costituito dal complesso degli stati di tutte le
particelle: nella meccanica classica questi sono univocamente determinati dalla lista
delle loro coordinate e velocita (o momenti), in quella quantistica dall’autofunzione
totale che contiene le variabili dinamiche di ciascuna di esse.

In termodinamica si considerano solo gli effetti macroscopici degli stati microscopici,
effetti che sono di tipo statistico: cioe medie o somme. Per esempio, I’energia totale del
sistema E ¢ la somma delle energie ¢; dei singoli corpi:

N
E:ZQ

Se il sistema puo scambiare energia con l'esterno, e quindi £ puo fluttuare, I'energia
totale osservata in laboratorio ¢ la media delle energie totali di tutti i microstati v:

E = <EV>

Una breve riflessione ci puo convincere che ci sono diversi stati microscopici com-
patibili con uno stesso stato macroscopico: ad esempio, scambiando tra loro
posizione e velocita di due particelle di un gas ideale lo stato macroscopico risulta lo
stesso.

E evidente che il numero di stati ¢ ancora maggiore (enormemente maggiore) di quello

delle particelle (vedi la figura :

Mentre ¢ vero che le proprieta macroscopiche sono determinate dal comportamento
microscopico, come abbiamo detto la termodinamica in sé prescinde dall’esistenza dei
corpi e degli stati microscopici. Si basa su degli assiomi che volendo si possono derivare
dalla descrizione microscopica, ma che sono assunti come postulati.

8Keszei| [2013] segue da vicino questo testo in una forma semplificata e pitt didattica
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Figura 1.1: Illustrazione di come 5 molecole su 2 livelli energetici, con 3 sul primo livello
e 2 sul secondo, danno luogo a 10 microstati(da|Atkins and DePaula, |2010)

I postulati riguardano essenzialmente
e la definizione dello stato termodinamico

e le trasformazioni tra stati

Questi argomenti sono trattati nelle prossime due sezioni.
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1.2 Lo stato termodinamico

N.B. Da ora in poi l'energia totale del sistema, invece che con FE, ¢ indicata con U
e chiamata anche “energia interna”, per coerenza con la simbologia adottata dalla
maggior parte dei testi di termodinamica. Fare attenzione al fatto che mentre la lettera
U e spesso usata, in meccanica, per denotare 1’energia potenziale, nel nostro caso designa
I’energia totale, che contiene anche 'energia cinetica.

1.2.1 Stato di equilibrio (postulato 1). Variabili di stato e
funzioni di stato

Sperimentalmente si vede che molti sistemi macroscopici evolvono naturalmente, in poco
tempo, verso uno stato le cui proprieta rimangono in seguito costanti. Questo stato
e detto stato di equilibrio. Le proprieta che caratterizzano lo stato sono misurate
da poche variabili. In particolare, si osserva che nello stato di equilibrio non vi sono
variazioni nell’energia, nella quantita di materia del sistema e nello spazio da esso
occupato. Poniamo dunque alla base della termodinamica questa definizione:

POSTULATO 1
Un sistema termodinamico all’equilibrio e completamente determi-
nato dalle variabili macroscopiche U, V,ny,ny, ...

(1.1)

dove

U = energia totale (detta anche “energia interna”)
V = volume totale

ni, Ng,...= numero di moli della sostanza 1, della sostanza 2, etc., legati ai numero
totale di particelle di ciascuna sostanza, N;, dalla relazione

N;

- v 1.2
NAvogadro ( )

ny;

Per semplicita di scrittura, la lista del numero di moli di ciascuna sostanza puo
essere rappresentata compattamente dal vettore n:

n = {nl,nQ,...}
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Come si vede, formalmente questo € un postulato, cioé una proposizione che viene
accettata a priori come valida. In altre parole, un sistema che non soddisfa questo
postulato non costituisce oggetto dalla termodinamica.

Precisiamo che all’equilibrio U, V, n sono rigorosamente fisse solo se il sistema e isolato
(v. avanti [1.3.1)), cioé se non vi pud essere scambio né di energia né di materia con
I’ambiente circostante. Negli altri casi, all’equilibrio e fisso il valore medio di queste
quantita, intorno al quale vi sono delle minime oscillazioni, che pero non hanno rilevanza
macroscopicaﬂ ad esempio, in un sistema aperto in equilibrio il numero di molecole n
oscilla, ma le sue variazioni relative sono dell’ordine del 1078 % (Swendsen| [2012])!

Le variabili
U, V,n

sono dette variabili di stato. Esse definiscono lo stato termodinamico del sistema.
Qualunque funzione di queste variabili rappresenta invece una proprieta dello stato,
ed ¢ detta funzione di statd®] Un esempio che incontreremo presto ¢ la funzione
entropia

S=S(U,V,n)

Possiamo anticipare fin da ora che la distinzione in variabili e funzioni di stato non e
rigida, e che se una funzione e invertibile puo essere definita come variabile, assumendo
al tempo stesso una delle variabili come funzione, ad esempio ponendo

U=U(S,V,n)

Concludiamo questa sezione con alcune considerazioni.

Come si vede, tutte le variabili che definiscono lo stato sono estensive

grandezza estensiva: che dipende dalla quantita della sostanza che
compone il sistema. Esempio: massa, volume, energia

grandezza intensiva: che non dipende dalla quantita della sostanza
che compone il sistema. Esempio:  densita, pressione,
temperatura

Quella di usare U,V,n per definire lo stato ¢ una scelta naturale, poiché esse sono
direttamente in relazione con la meccanica delle particelle microscopiche che costitui-
scono il sistema. In seguito vedremo che lo stato di un sistema puo ugualmente essere
individuato da altre variabili da queste dipendenti: ad esempio, da

p,T,n

dove p e la pressione e T' e la temperatura assoluta. Ovviamente il numero delle variabili
indipendent: di un sistema rimane lo stesso:

9v. anche Kelly, 2002, p. 2
cfr. Swendsen| [2012]
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numero di variabili indipendenti per un sistema omogeneo ad una sola
fase:

2 + il numero di componenti chimiche

L’argomento del numero di variabili indipendenti sara ripreso e approfondito in occa-
sione dell'illustrazione della “regola delle fasi” (sezioni e[3.4.1)).

Esiste una stretta relazione tra questo postulato e il cosiddetto “Postulato dello Stato”
esposto in alcuni testi, specie in ambito ingegneristicﬂ, che nella sua forma piu semplice
e: “Lo stato termodinamico di un sistema compressibile semplice ¢ completamente
determinato da due variabili intensive indipendenti”. Non approfondiamo ulteriormente
questa relazione.

Hyedi ad es. [Reynolds and Colonna), 2018} p. 37
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1.3 Trasformazioni termodinamiche

Stabilito che un sistema in stato di equilibrio & univocamente determinato dalle varia-
bili U,V,n, ci domandiamo ora come avviene il passaggio da uno stato ad un altro.
Naturalmente il passaggio non avverra in modo spontaneo, perché cio vorrebbe dire che
il sistema non e in equilibrio.

Per portare il sistema in un nuovo stato dobbiamo modificare (dall’esterno) una o
piu delle variabili di stato. E utile, innanzitutto, vedere come le variabili si possono
mantenere fisse: cioe con quali mezzi sperimentali possiamo controllare ’esistenza
stessa dello stato.

1.3.1 Come controllare le variabili: vincoli esterni

Per controllare il valore delle variabili di stato si usano quelle che in modo molto
generale possono essere definite “pareti” o “vincoli esterni”. Ciascuna variabile puo
essere controllata attraverso vincoli che non influenzano le altre:

e [l volume V si puo tenere fisso circondando il contenitore con delle pareti rigide;

e Il numero di molecole n, usando pareti impermeabili, cioe che non permettono il
passaggio di materia;

e L’energia U, con pareti ad isolamento termico (o adiabatiche). Pareti di questo
tipo non consentono all’energia del sistema di cambiare quando sono fisse le altre
variabili; la loro importanza risultera chiara nelle prossime sezioni.

Spesso si usano le seguenti definizioni riguardo alle condizioni del sistema:

CONDIZIONI DEL SISTEMA:
aperto: puo scambiare con I’esterno sia energia che materia

chiuso: puo scambiare energia, ma non materia

isolato: non puo scambiare né energia né materia
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Isolated System Closed System Open System
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B exchange of energy

| . { System boundaries
exchange of matter S

Figura 1.2: Illustrazione della differenza tra sistema aperto, chiuso, e isolato (da|Science-

Ready, |2024))

Una situazione intermedia tra “isolato” e “chiuso”, ma di particolare interesse per la
nostra trattazione, si ha quando il sistema puo scambiare energia sotto forma meccanica,
ma non sotto forma di calore, come nel modello della sezione seguente . Come gia
detto, essa puo essere realizzata utilizzando una parete termicamente isolante, o adia-
batica, ma deformabile e permeabile; le trasformazioni realizzate in queste condizioni
sono anch’esse chiamate adiabatiche:

trasformazione adiabatica: trasformazione in cui un sistema chiuso
puo scambiare energia come lavoro, ma non come calore

1.3.2 Variazioni di U,V,n. Lavoro e calore. Primo principio
della termodinamica

Esaminiamo ora come si possono modificare le variabili di stato. In particolare, vogliamo
esaminare

1. sele variabili di stato sono indipendenti, cioe se una variabile puo essere modificata
senza modificare le altre

2. quali variazioni sono consentite dai vincoli posti alle pareti del sistema, e quali no

Per fissare le idee ci riferiamo ad un sistema molto semplice: un gas contenuto in un
cilindro sormontato da un pistone mobile a cui e applicata una pressione, tramite un
peso. Immaginiamo che il peso sia controllabile in modo quasi-continuo, ad esempio sia
costituito da un contenitore di sabbia: aggiungendo o togliendo un granello di sabbia
la pressione cambia di una quantita molto piccola. Altri scambi di energia con I’esterno
sono impediti attraverso un isolamento termico, ottenuto circondando il sistema con
pareti adiabatiche. La situazione e rappresentata nella figura la figura (1.3
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Insulation

con

Figura 1.3: Un sistema di riferimento (da|0pen5taady |2024|)

Notare che la pressione esterna e data dal peso mg diviso la superficie di impatto del

pistone, A (figura [1.4):
_mg

Pe = A

Delle variabili di stato:

e [l volume V si puo cambiare facendo muovere il pistone;

e la composizione n, aggiungendo o togliendo una quantita di composto chimico

Entrambe queste variazioni possono o non possono determinare una concomitante
variazione di U.

Consideriamo V. Si puo far muovere il pistone applicando una pressione p, diversa
dalla pressione di equilibrio del sistema, per esempio minore. In questo caso il pistone
si alza di una quota h e V aumenta (vedi Fig. [1.4). Facendo riferimento alla figura,
poiché la forza peso ¢ diretta in verso opposto alla quota verticale ed ¢ —mg, il lavoro
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compiuto dalla forza peso e

Lavoro eseguito sul sistema = — mg - h
= peAh
= - peAV

External <> >

pressure, p_,

N\
-

Pressure, p

Area, A

Y

Figura 1.4: Lavoro espansivo-compressivo (da |Atkins and de Paulal] |200ﬂ)

infatti la pressione ¢ data dalla forza diviso la superficie (p. = ), e la variazione di
volume del gas nella camera ¢ AV = Ah. Notare che il lavoro eseguito sul sistema in
questa espansione ¢ una quantita negativa, cioe ¢ il gas che compie lavoro sul pistone,

e di conseguenza U diminuisce.

Analogamente avviene, se si applica una pressione maggiore di quella di equilibrio del
gas: in questo caso h & negativo, AV ¢ negativo (il volume del gas diminuisce), e
I'energia trasferita al sistema ¢ complessivamente positiva.

Nonostante questo risultato sia stato ottenuto per un caso modello, il risultato e
generale. L’energia AW trasferita al sistema a seguito di una variazione di volume
AV contro una pressione esterna p, e

AW = —p, AV = AU
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Quest’espressione dice che ad una modifica di V' corrisponde in generale una
modifica di U, tranne nel caso in cui la pressione esterna sia nulla (nel nostro
esempio, la situazione in cui non c’e sabbia ed il pistone e completamente libero di
muoversi); in questo caso ovviamente il volume aumenta, ma non essendoci alcun lavoro
compiuto dal sistema l’energia totale di quest’ultimo non cambia. Avremo modo di
tornare piu avanti[?] su questa particolare trasformazione, detta “espansione libera”.

Veniamo ora a n, il numero di molecole delle varie specie chimiche presenti nel
sistema. Ci si puo convincere facilmente che e possibile variare n senza variare V'
semplicemente bloccando il pistone, ed introducendo (o sottraendo) molecole di una o
piu specie, ad esempio permettendone il passaggio attraverso un setto (semi)permeabile
fissato al fondo del cilindro. Un altro modo e far avvenire una reazione chimica tra i
componenti. In entrambi i casi, se le pareti del sistema non permettono il passaggio
di energia, U aumenta o diminuisce in proporzione alla quantita di molecole create o
distrutte, con un coefficiente tipico di ciascun componente, che & detto “potenziale
chimico”, p. Alle variazioni dei componenti, An;, € associata una variazione di energia
del sistema"| uguale a

AW’ = " A, (1.3)

Vedremo che si pud variare n senza variare U (né V'), ad esempio cambiando la
composizione (ma non il numero totale di molecole) di una miscela di gas ideali (vedi
la sezione . In queste sostanze non vi € nessuna energia potenziale di interazione
tra le molecole, e la sostituzione di una molecola A con una B non modifica U. In
termini della [1.3] up = pa e Ang = —Any per cui AW’ =0

Quanto all’energia interna U, abbiamo visto fin qui che la si puo modificare indiret-
tamente per effetto di una modifica di V' e/o m. E possibile variarla senza modificare
le altre variabili?

L’esperienza ci insegna che e possibile. Ad esempio, se il sistema viene messo in contatto
termico con ’ambiente (cioe attraverso pareti dia-batiche, o diatermiche), si osserva un
flusso di energia dal corpo a temperatura maggiore verso quello a temperatura minore.
Conseguentemente, I'energia interna del nostro sistema viene modificata.

3possiamo definire questa variazione di energia come “lavoro chimico”, in accordo con molti autori,
ad es. (Chandler| [1987] (vedi p. 6-7) o [Herzfeld| [2024]; in altri (v. [DeVoe| [2001], sec. 5.2, e Knuiman
et al.|[2012]) il termine chimico non & definito come “lavoro” vero e proprio. In definitiva, si tratta solo
di una questione di termini: il punto importante & che non ¢ “calore” (vedi il resto di questa sezione).
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Consideriamo il seguente processo (Figura. Inizialmente la parete adiabatica non
¢ presente, e il sistema ¢ in equilibrio con I’ambiente (stato 1). Inseriamo la parete
(2) e comprimiamo V, facendo aumentare ’energia interna (3). Poi la rimuoviamo
di nuovo (4) e facciamo eseguire al sistema un’espansione libera (5), riportandolo
alle condizioni iniziali di V' e in equilibrio con ’ambiente. In questa seconda fase (da
4 a b), il gas non ha ceduto energia meccanicamente (p. = 0), e tuttavia dato che
esso ha la stessa U di partenza (infatti in 1 e 5 ¢ nello stesso stato) deve avere perso
in altro modo, a favore dell’ambiente, I'energia guadagnata nella prima fase con la
compressione (da 2 a 3).

D
i

Insulation Insulation

Figura 1.5: Un processo di compressione adiabatica e successiva espansione libera
diatermica (in 4 e 5 non c’é pressione sul pistone). Nel sistema si ha aumento di
energia interna tramite lavoro meccanico (da 2 a 3) e successiva perdita della stessa
quantita di energia come calore tra 8 e 5. Infatti il sistema in 1 e in 5 € nello stesso
stato e quindi U (5) = U (1).

L’energia trasferita tra sistema e ambiente senza coinvolgere lavoro meccanico o chimico
(cioe senza modificare V' né n) ¢ il calore.

Come vediamo dall’ultimo esempio, la stretta relazione tra calore e lavoro e dettata da
un principio fondamentale della fisica:

Uenergia totale dell’insieme {sistema + ambiente esterno} si
conserva.

Possiamo quindi dare una definizione quantitativa di calore (Callen||[1985):

In una trasformazione, il calore trasferito al sistema é la differenza
della sua energia interna tra lo stato finale e quello iniziale, meno
il lavoro compiuto sul sistema stesso

In altre parole, la differenza di energia interna e determinata sia dal lavoro eseguito, sia
dal flusso di calore. Se non & stato compiuto lavoro, il flusso di calore & esattamente
uguale alla differenza di U.
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Possiamo pensare all’energia interna di un sistema come all’acqua di un lagﬂ (figura
1.6): la sua quantita ¢ una proprieta del sistema (il lago) in un certo stato, e pud
variare sia a causa del lavoro (apporto o sottrazione di acqua tramite valvole di carico
e scarico), sia tramite il calore (pioggia o evaporazione). Né I'acqua passata nei tubi,
né la pioggia/l’evaporazione sono proprieta del sistema: sono solo forme diverse di
trasferimento di acqua.

Precipitation Evaporation

Figura 1.6: Il sistema termodinamico come un lago: la quantitd di acqua nel lago (I’energia
interna) puo variare sia attraverso i canali di adduzione o scarico (il lavoro), sia per pioggia
ed evaporazione (il calore)

Per formulare matematicamente il principio appena esposto -la definizione di calore-
prendiamo in considerazione variazioni di energia infinitesime, in modo tale che i coef-
ficienti contenuti nell’espressione del lavoro (ad esempio p.) possano essere assunti
come costanti (rispetto alle altre variabili) durante la variazione. In sostanza, per
un trasferimento infinitesimo di energia sotto forma di calore, d@), e di lavoro, d‘WEL la
variazione infinitesima di energia interna dU &

CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA (PRIMO PRINCIPIO DEL-
LA TERMODINAMICA)

dU =dQ +dW (1.4)

Uefr. [Callen| [1985] sec. 1-8
15C T sec

ricordiamo che dW contiene sia il lavoro meccanico che quello chimico, come discusso sopra
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Notare che -come ’acqua passata nei canali o quella aggiunta o persa per pioggia o
evaporazione- d@) e dW sono sono solo forme di trasferimento di energia. Mentre U
e una quantita ben definita per un dato stato, ) e W non lo sono: non esiste un
valore unico di @ o W corrispondente a un certo stato (U,V,n). Infatti, una volta
che ho trasferito al sistema una certa quantita di energia come calore o lavoro, essa
diventa indistinguibile da energia che potrei avere trasferito in altro modo o da quella
che gia c’era. Matematicamente, quindi, i trasferimenti di energia sono quantita
infinitesime, ma non sono differenziali di ipotetiche funzioni ) e W dello stato
del sistema. Per questo motivo usiamo per queste variazioni infinitesime di ) e W una
notazione particolare (‘d@”) diversa da quella dei differenziali esatti.

Altro punto importante ¢ il segno dei due contributi. Dato che ci riferiamo all’energia
del sistema,

e il calore dQ) ¢ positivo quando viene trasferito al sistema, negativo quando viene
ceduto dal sistema

e il lavoro dW e positivo quando viene eseguito sul sistema da una forza esterna o
comporta rilascio di energia da reazioni chimiche, negativo quando viene eseguito
dal sistema contro una forza esterna o comporta assorbimento di energia da parte
di reazioni chimiche

L’equazione (1.4) & nota come “primo principio della termodinamica”.

Come abbiamo visto sopra, il lavoro di tipo espansivo-compressivo e il prodotto della
pressione esterna per la variazione di volume; per una variazione di volume infinitesima
dV il lavoro e

dW = —p.dV (1.5)

con p, pressione esterna (notare ancora una volta il segno nella formula). Attenzione:
quest’ultima formula, nonostante ’apparenza, non qualifica d/W come un differenziale
esatto: infatti p,, la pressione esterna, non & una variabile di stato del sistema (si pensi

all’espansione libera -vedi avanti in la figura , in cui p. = 0).

Vi sono altri tipi di lavoro oltre a quello espansivo-compressivo: abbiamo considerato
poco sopra quello di tipo chimico, legato alla variazione di composizione . Nella
sua forma piu generale, I'espressione del lavoro puo contenere vari termini ciascuno dei
quali contiene la variazione di una grandezza estensiva (come V' o n), che accoppiata con
una “forza” (p. o p;) produce una variazione di energia del sistema. Esempi di coppie
grandezza/forza sono: superficie esterna / tensione elastica o polarizzazione elettrica /
campo elettricoChandler| [1987].
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Esercizio svolto

Esempio: Per scaldare 100 g di acqua di 1 grado ci vogliono 100 cal. Una tazza
contenente 100 g di acqua pura a 25°C' viene scaldata in un forno a microonde
alla potenza di 800 W.

e Trascurando tutte le dispersioni, quanto tempo ci mette ’acqua
a bollire?

e Innanzitutto: l'energia fornita dal microonde e lavoro o calore? Calore,
perché non ¢ legata a nessuna variabile di stato del sistema (V' o n)

- calore necessario AQ = 100 cal/K x (100 — 25) K = 7.5 kcal
- AQ =75 kcal =AU =314 kJ
- potenza = £E; At = AU/J +800/Js~! =

Unita di misura del calore
Il calore, essendo una forma di energia, ha dimensioni fisiche di [massa] [lunghezza]*[tempo] 2.

L’unita di misura in ST ¢ il joule (J = kg - m?s~?); tradizionalmente il calore si misura
in calorie: 1 cal = I'energia necessaria a portare 1 g di H,O da 14.5 a 15.5°C

1cal =4.184 J

1.3.3 Rappresentazione del lavoro sul piano (V,p)

Per quanto riguarda il lavoro di tipo espansivo-compressivo, il sistema di riferimento
“naturale” ¢ quello di un gas.
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La rappresentazione del sistema sul piano (V, p) fornisce un’efficace visualizzazione della
quantita di energia trasferita come lavoro al sistema nel passare dallo stato A allo stato
B. Questo lavoro e la somma, o meglio I'integrale, di tutti i contributi infinitesimi

(Pequazione ((1.5))
B
AW = / —pedV
A

Sappiamo dall’analisi matematica (vedi la figura [1.7)) che un integrale di questo tipo &
uguale all’area compresa tra la curva di p. (V') e 'asse delle ascisse, presa con il segno
negativo se Vg > V), (espansione; il sistema perde energia) e viceversa (compressione).

b
Total area = jf(x)dx
a

x \

=

c

©

=

R é _ Area = f(x)dx
dx

X b

Q

Figura 1.7: Integrale di una funzione come area sottesa alla curva

Se p. = cost, l'area & quella di un rettangolo (parte sinistra della figura :
AW =p. (Va— V)

Nella parte destra della figura si riporta il lavoro nel caso in cui la pressione varia con
continuita uguagliando in ogni punto la pressione del gas (nella figura, quella di un gas
ideale: vedi avanti la sezione [2.1)), e lo si confronta con il lavoro a pressione costante (e,

in questo caso, uguale alla pressione finale).
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p=nRT/V

B

Pressure, p

T

|
v Volume, V
s ll

Area =p_AV

Pressure, p

&

Fig. 28 The work done by a perfect gas

when it expands reversibly and
isothermally is equal to the area under the
isotherm p =nRT/V. The work done
during the irreversible expansion against

Fig.2.7 The work done by a gas when it the same final pressure is equal to the
expands against a constant external rectangular area shown slightly darker.
pressure, p,,, is equal to the shaded area in Note that the reversible work is greater

this example of an indicator diagram. than the irreversible work.
Figura 1.8: Lavoro di espansione di un gas contro pressione esterna costante (sx) e contro
pressione esterna che istantaneamente coincide con quella del gas ideale p = % (dz) (da

\Atkins and DePaula [2010] )

Espansione libera

Un caso particolare ¢ quello della “espansione libera” cioe in assenza di pressione
esterna. Si puo rappresentarla cosi: un gas e in un contenitore chiuso da un setto e
questo setto a un certo momento viene rimosso istantaneamente, permettendo al gas di
accedere ad una camera vuota (vedi la figura . In questo caso p. = 0 ed il lavoro e
nullo.

Se I'espansione libera avviene in condizioni di isolamento, come rappresentato in figura,
anche la variazione di energia interna ¢ nulla, perché non c’¢ nessuno scambio con
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I’esterno, né di lavoro né di calore:

0=AU=Q+W
Q=-W-

N
N

vacuum

solid partition
|~ P

thermally insulating

/ container

? . 0 ?

07

before: gas occupies after: gas occupies

volume V' volume V + AV

7
R
é

Figura 1.9: espansione libera di un gas isolato (da riguarda |StackExchangeL |2024|)

1.3.4 Postulato 2: definizione di entropia.

Affrontiamo ora laltra questione che ci siamo posti alla sezione [1.3.2] Sappiamo che
I’energia del sistema si puo modificare trasferendola al sistema stesso sia sotto forma di
lavoro, cioe modificando le altre variabili di stato (meccaniche, chimiche, etc.), sia sotto
forma di calore. La domanda é: se il sistema si trova nello stato A, posso portarlo in
qualunque stato B?

Larisposta fornita dall’esperienza e: dipende dalle condizioni in cui si svolge la trasformazione.

Consideriamo per primo il caso in cui il sistema sia isolato e se ne modifichi il volume
semplicemente lasciandolo espandere (si tratta dell’espansione libera illustrata poco
sopra, v. la figura . Come abbiamo visto, per definizione, ’energia interna del
sistema non puo cambiare; dunque si ha

dVv >0

QU =0 (espansione libera)

Puo esistere, viceversa, una “compressione libera”? No, perché non si puo comprimere
un gas isolato. Lo si puo fare solo applicando una pressione dall’esterno, maggiore di
quella del gas; ma nelle condizioni date nessuna pressione esterna puo essere attivata.
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In altre parole, non e possibile fare una trasformazione con dV < 0 e dU =0 su un
sistema isolato. In questo caso dunque c’e un intero campo della variabile V', quello a
volume minore di quello di partenza, che non e accessibile.

Ci possiamo allora chiedere come cambiano le cose se introduciamo la possibilita di
modificare il volume meccanicamente, cioe¢ tramite la pressione esterna, mantenendo
pero il sistema isolato termicamente. Come abbiamo visto alla sezione [I.3.1], le pa-
reti che garantiscono isolamento termico si definiscono adiabatiche, e questo tipo di
trasformazione ¢ detta adiabatica:

E facile rendersi conto che, anche consentendo l'apporto di energia meccanica, ma
escludendo lo scambio di calore, ci sono dei domini nel campo delle variabili di stato
che non sono accessibili.

Consideriamo, infatti, il sistema visto sopra, nella figura 1.3} un gas in un contenitore
con un pistone, precisando che il contenitore ¢ adiabatico, cioe isolato termicamente.
Il gas ha la pressione p. Come abbiamo visto, se applichiamo una pressione esterna
pe > p il gas si comprime, cioe il suo volume varia di

dV <0

e 'energia varia di

dU = —p.dV >0

Si possono variare sia dV' che dU agendo su p.: aumentando a volonta p, otterro sempre
maggiore compressione e sempre maggiore aumento di energia interna. Viceversa, non
posso diminuire p, a piacimento: se p. < p non avro compressione, ma espansione, e
di conseguenza dU < 0.

Dunque per Vi < V4 sono “accessibili adiabaticamente” (con il puro lavoro
meccanico) solo gli stati Ug > (Uy — pdV') > Ua.

Con un ragionamento simile si puo vedere che in un’espansione (dV > 0), cio¢ per
Ve > V4, sono “accessibili adiabaticamente” solo gli stati Ug < (Uq — pdV') <
Ua.

In conclusione, 'esperienza ci dice che tramite il solo lavoro, non si possono accedere
tutti i possibili stati di un sistemaE].

Per descrivere in modo esatto quali stati sono accessibili a partire da uno stato di
partenza facciamo ricorso ad una funzione dello stato termodinamico. Si tratta della
funzione entropia, S, definita nel postulato n.2™}

16cfr <adiabatic accessibility> su Wikipedia
"La prima parte (definizione) segue lenunciato di |Chandler| [1987], che deriva dalla teoria
pionieristica di |Carathéodory| [1909]; la seconda (proprieta) segue il postulato III di|Callen| [1985]


https://en.wikipedia.org/wiki/Adiabatic_accessibility
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POSTULATO 2

In simboli si puo scriverd™}

1.3.5 Rappresentazioni grafiche del postulato 2. Trasforma-
zione reversibile.

La figura illustra graficamente il secondo postulato. Il punto (A) segna lo stato del
sistema; la regione degli stati adiabaticamente accessibili da A ¢ quella marcata in
verde; sulla curva blu, (AS,5)*™ =0

18 Attenzione a non confondere questa diseguaglianza con il secondo principio della termodinamica
(“S di un sistema isolato cresce nel corso di una trasformazione spontanea”) che invece corrisponde
alla formulazione di questo postulato come principio di massima entropia, che & oggetto della prossima
sezione
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A

SSA) 5=S(A)

Vv

Figura 1.10: [Illustrazione del secondo postulato sul piano V,U. Dallo stato A, senza
trasferimento di calore (adiabaticamente), si possono raggiungere solo i punti della regione
verde, inclusa la curva. La curva corrisponde qualitativamente a quella del gas ideale (vedi

avanti la ﬁgum e l'equazione|2.10)).

Notare che:

e se anche A e accessibile da B, cioe il processo e reversibile, deve essere AS =0

Infatti

ASasp >0 ASap >0 ASap >0
= = = ASup=0
ASpa >0 —ASap >0 ASap <0

e una trasformazione reversibile e costituita da una successione di processi reversibili
di dimensioni infinitesime. Tutti gli stati attraversati sono stati di equi-
librio, e di conseguenza una trasformazione reversibile € una “curva” continua
nello “spazio” {U,V,n}.

E utile rappresentare la funzione S(U,V,n) come una “superficie” (vedi la figu-
ra (1.11]).
- i punti di equilibrio stanno sulla superficie S

- le curve dei processi reversibili, per cui , si trovano su piani a S
costante

- le trasformazioni che si svolgono tutte tra stati di equilibrio (e quindi sono

rappresentate da curve continue), ma a |dS # 0| sono propriamente dette
quasistatiche.
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- le trasformazioni irreversibili portano il sistema dal punto di equilibrio A
al punto di equilibrio B passando da stati di non-equilibrio che stanno
fuori della superficie S

S Reversible
A Process

const. S

Quasistatic
Process

Irreversible
Processes

Vv

Figura 1.11: La funzione S(U,V,n) rappresentata in funzione del piano di due variabili
(da |Gruebele, |2023)

1.3.6 Altra forma del postulato 2: principio di massima entro-
pia rispetto ad un “vincolo interno”

Si puo dimostrare che il postulato che abbiamo posto alla base del secondo prin-
cipio implica necessariamente che in un sistema isolato l’entropia assume il valore
massimo possibile (Chandler| [1987]). Delineiamo qui lo schema della dimostrazione,
il cui dettaglio & nel testo di Chandler.

Chiariamo subito cosa si intende per “possibile”. Un sistema isolato all’equilibrio ha un
unico valore di {U,V,n}, e il postulato 2 ci dice che di conseguenza esso ha un valore
unico di S; come “potrebbe” S essere diversa?

Ci riferiamo ad una possibile variabile “interna”, che descrive come il valore di U,V o n
puo essere “ripartito” all’interno del sistema tra due o piu sotto-sistemi. Ad esempio,
immaginiamo di dividere il sistema in due sottosistemi, 1 e 2, inserendo un setto nel
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mezzo del contenitore, con

= U+ U
n = np-+no
Vo= Vit

Le condizioni date sul sistema non assegnano un valore preciso a Uy, nq, V1; specificare
un valore preciso per queste variabili significa specificare un’ulteriore variabile di stato
o vincolo interno.

Il sistema ¢ all’equilibrio nello stato (U, V,n). Possiamo portarlo fuori dall’equilibrio
senza variare il valore di U, V' e n semplicemente ridistribuendo questi valori tra i due

sottosistemi (vedi la fig. [1.12).
7
1) LV (2) -
F

Figura 1.12: wvincolo interno in un sistema composito (da|Chandler|, |1987)

Esistera un valore di entropia per ciascuno di questi stati vincolati: S(U, Uy, n,nq, V, Vi),
che altro non sara che la somma delle entropie dei due sottosistemi, S = S; + S,. Se si
prepara il sistema con un certo valore del vincolo interno[T_g] e poi si rimuove il vincolo in
condizioni di isolamento termico e a V,n = COSlF_U], il sistema totale all’inizio si trovera
in uno stato di non-equilibrio, dopodiché si riportera spontaneamente al suo valore
di equilibrio. Il postulato n.2 ci dice che questa fase, adiabatica e irreversibile,
comporta necessariamente un aumento dell’entropia:

S(U,V,n)> S (U U, V,Vi,n,ng)

Questo vale per qualunque valore della variabile interna; quindi

In un sistema isolato S (U, V,n) all’equilibrio & massima rispetto a qualunque
variazione di una variabile interna.

19Come nota (Chandler| [1987], per ottenere un valore dato di una variabile (es: V4 = 0), in generale
sara necessario applicare un lavoro sul sistema, e per mantenere U costante ci dovra essere un uguale
e opposto flusso di calore; percid questa fase deve essere svolta in condizioni non-adiabatiche

20La condizione che il sistema sia isolato discende dalla necessitd di garantire che in questa fase del
processo lo stato del sistema non cambi; diversamente, per effetto del rilascio del vincolo si potrebbe
avere una variazione di U,V e/o m, ad esempio se il pistone a destra nella figura fosse lasciato libero.
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Lo si puo scrivere sinteticamente cosi ]

POSTULATO 2 (forma variazionale)

(05)gyn < 0

all’equilibrio (1.7)
variaz. vincolo interno

Notare che il principio di massima entropia riguarda un sistema isolato. Infatti
la variazione del vincolo interno avviene senza modificare U, V, n, come evidenziato dagli
indici in basso a destra.

La dimostrazione svolta sopra ¢ illustrata nella figura [I.I3] La superficie in grigio &
I'entropia S riportata in funzione di U (si trascurano per chiarezza di esposizione V' e
n) e di una variabile interna X ;1) che potrebbe essere U; del nostro esempio. Il piano
verticale rappresenta U = cost. Il punto A di questo piano e in corrispondenza del
valore di equilibrio di U; nel sistema composito. Se si varia U; ci si sposta da A lungo
Iintersezione della superficie con il piano, portandosi ad esempio nel punto Y. Per far
questo e necessario applicare un vincolo interno. Rimosso il vincolo interno, il sistema
da Y ritornera necessariamente in A, a cui, quindi, in base al postulato n.2, corrisponde
un valore di S maggiore dei quello del sistema vincolato:

S(A) > S(Y)

per qualunque valore del vincolo interno X ;1) (V) diverso da quello di equilibrio X ](1) (A).

21Questa in |Chandler| [1987] & presentata come una diversa formulazione del postulato n.2, mentre in
Callen| [1985] ¢ I'unica forma in cui il postulato II viene posto; |Callen| [1985] non presenta mai la forma
di Carathéodory-Chandler del postulato dell’entropia. Vedi sotto per i postulati IT e III di Callen.
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The plane
U= Uy >

x M
F

Figura 1.13: Principio di massima entropia rispetto ad un vincolo interno (da

Il postulato n.2, espresso nella forma del principio di massima
entropia rispetto ad un vincolo interno[1.7]¢ di fatto il Secondo
Principio della Termodinamica]

“La proposizione prende in alcuni autori il posto del postulato 2. Callen
(1985) pone i seguenti due postulati, il cui effetto combinato e formalmente
equivalente al postulato 2 nella forma [1.6

o “Esiste una funzione (detta entropia, S) delle variabili di stato di un
qualunque sistema composito, definita per tutti gli stati di equilibrio e
che possiede la sequente proprieta: i valori assunti dalle variabili di stato
i assenza di un vincolo interno sono quelli che massimizzano [’entropia
sull’insieme degli stati vincolati”

e “L’entropia di un sistema composto ¢ additiva rispetto a quella dei
sottosistemi che lo costituiscono. L’entropia e continua e differenziabile
ed & una funzione crescente dell’energia”

La nozione di vincolo interno ha un’importanza fondamentale nella teoria termo-
dinamica. E uno strumento concettuale che permette di impostare correttamente le
trasformazioni tra stati di equilibrio.
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Come abbiamo avuto gia modo di dire, partendo da un sistema in equilibrio non
)

possiamo pensare che il sistema evolva da sé verso un altro stato di equilibrio; all’origine

di una trasformazione c’¢ sempre

e (a) una variazione delle forze esterne come p,., oppure,

e (b) un partizionamento del sistema in due sottosistemi, o I'unione di due sistemi
originariamente separati

Ad esempio, studiando l’equilibrio tra una fase liquida e una gassosa della stessa
sostanza (vedi la figura [1.14]), possiamo raffigurare la situazione cosi:

1. inizialmente le due fasi costituiscono due sotto-sistemi isolati, ciascuno in equi-
librio, di un unico sistema totale; la separazione dei due sistemi costituisce un
vincolo interno del sistema totale (il vincolo ¢ costituito dal valore delle variabili
di stato di ciascun sottosistema: Uy, ni, Vi e Us,no, Vo, con Uy + Uy = U = cost,
etc.).

2. le due fasi vengono messe a contatto rimuovendo il vincolo (cioé permettendo a
frazioni di U, n, e V' di fluire tra le due fasi); al momento del contatto il sistema
totale non ¢ in equilibrio

3. il sistema totale si porta verso ’equilibrio, che corrisponde al massimo dell’entro-
pia rispetto a tutti i possibili valori del vincolo (cioe di Uy, ny, Vi, con Uy = U —"Uj,
etc.)

L
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Figura 1.14: sistema di due fasi di una stessa sostanza (da|Chandler, 1987, con modifiche)
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Esempio: calcolo del massimo di S rispetto ad un vincolo interno

Constraint or wall

h = n n,
Z=Q %ﬁzim, F—a
Vig v e A vy

Figura 1.15: Massimizzazione di S rispetto a vincolo interno per un gas ideale in due
camere separate da un setto mobile e diatermico. (adattato da |Gruebeld, |2025)

Come esempio di calcolo di massimizzazione dell’entropia rispetto ad un vincolo
interno (Gruebele| 2023| example 2.1, e (Callen 1985, sec. 2-7) consideriamo un gas ideale
monoatomico in un contenitore rigido e isolato (n,V,U = cost). Inseriamo un vincolo
interno costituito da un setto diatermico che divide il sistema nei sottosistemi 1 e 2; il setto
si pudo muovere in modo reversibile (i volumi parziali possono variare, con Vj + Vo = V)
(Figura . A causa della reversibilita, in ogni punto 17 = T5; la porzione che si espande
cede energia come lavoro e si raffredderebbe ma ne acquista (non necessariamente la stessa
quantita) come calore per mantenere invariata la T .

Vedremo piu avanti che per n; = cost 'entropia di ciascun sottosistema dipende da

Vi come (cfr.

S; =n;RInV, +C
L’entropia totale e quindi (Vo =V — V)

S=R(niInVi+naln(V —V;))+2C

Quale valore del vincolo Vi da il massimo di S?7 Nel punto di massimo, la derivata e 0:

oS
bt =0
<8Vl > U,V,n

i _M_om
V- Vo my

Ma: ¢ un massimo o un minimo? Perché sia un massimo la derivata seconda deve essere
negativa. Calcoliamola:

028 ni ng
oz~ 1 <‘v12 = m)?)

ni ni
=R~ (1+—)<0
W(* )

ny n2

ViV

Quindi & un massimo. Il valore di V; che massimizza S € quindi cioe p1 = p2

(densita). Nel gas ideale questo implica anche p; = ps.
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Un altro importante esempio del concetto di vincolo interno e l’identificazione della
derivata di U rispetto ad S con la temperatura termodinamica, che dimostreremo in
seguito (|1.3.13))

1.3.7 Commento al principio di massima entropia

Il postulato 2 nella forma di principio di massima entropia (ovvero, il Secondo Principio
della Termodinamica), induce molti ad affermare, erroneamente, che “I’entropia di un
sistema aumenta sempre”. Sappiamo che non e cosi: dato che S e una proprieta di un
sistema in equilibrio, se non modifico questa condizione S rimane constante; solo se si
effettua una trasformazione I’entropia puo cambiare.

Il principio stabilisce chiaramente quale tipo di trasformazione porta ad un aumento
di entropia: in un sistema isolato, se si rimuove un vincolo su una variabile interna,
questa assume spontaneamente il valore per cui ’entropia € massima.

Non deve sfuggire il carattere generale di questo principio. Abbiamo visto poco sopra
che due sistemi isolati, ciascuno in equilibrio, possono essere considerati come un unico
super-sistema in cui 'isolamento tra I'uno e ’altro rappresenta un vincolo “interno”. Se
i due sistemi si portano “a contatto” (termico, meccanico, e/o chimico), cioe si rimuove
almeno una parte del vincolo, mantenendo comunque l'isolamento verso l’esterno, il
super-sistema non e piu in equilibrio; un nuovo equilibrio verra ristabilito tramite una
“redistribuzione” della variabile (energia, volume, e/o materia) tra i due sottosistemi,
e nello stato finale ’entropia totale -ci dice il principio- sara maggiore o uguale a quella
di partenza.

Equilibrio (1) Trasformazione Equilibrio (2)

S(2) = S(1)

Figura 1.16: Trasformazione tra due stati di equilibrio con rimozione di un vincolo interno
in un sistema composito. Il colore grigio rappresenta il mezzo isolante. I sottosistemi A e
B sono inizialmente isolati 'uno dall’altro (a sinistra); rimuovendo il vincolo, dopo una fase
di non-equilibrio (al centro) il sistema composito assume uno stato a entropia maggiore (a
destra)

Immaginiamo ora che uno dei due sistemi di partenza sia il “sistema” del laboratorio,
inizialmente isolato, e l'altro lo spazio intorno o “ambiente”. Se lisolamento tra
sistema e ambiente viene tolto, entrambi si modificano, con il risultato che all’equilibrio
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I'entropia totale e piu alta. Quindi, in generale: non é [’entropia di un qualunque
sistema che tende ad aumentare, ma quella di un sistema tmmerso in un ambiente,
entrambi in equilibrio e isolati, quando si altera l’equilibrio consentendo uno scambio
tra i due.

Attenzione: durante la trasformazione il supersistema non é in equilibrio e quindi S
non e definita.

Spesso si identifica il super-sistema isolato con I'universo e il principio appena espresso
viene formulato come “[’entropia dell’universo cresce sempre”. Ora, non ci sono dubbi
che -per definizione- 'universo sia isolato; tuttavia ¢ arduo sostenere che esso sia in
equilibrio. Dunque, mentre ci possiamo aspettare che quando 1'universo avra raggiunto
I’equilibrio la sua entropia sara maggiore di quella di partenza (ma qual ¢ lo stato di
partenza?), poco possiamo dire sull’evoluzione del suo attuale valore; e infatti molti
autori rifiutano la stessa definizione di “entropia dell'universo”F?

1.3.8 Corollario: principio di minima U

Dal criterio di massima entropia appena esposto, combinato con la condizione che
S & una funzione monotona crescente di U che fa parte del postulato 2, si deriva che
(vedi la figura [1.17} vedi Chandler| [1987] §1.3; (Callen| [1985] §5.1)

<5U>S,V,n Z 0

all’equilibrio (1.8)
variaz. vincolo interno

cioe, U (S, V,n) all’equilibrio & minima rispetto a qualunque variazione di una
variabile interna.

Infatti: come abbiamo visto S (Y) < S (A); esistera un punto B al valore di equilibrio
del vincolo interno tale che S (B) = S (Y). Quindi S (B) < S(A). Qui ¢ decisiva la
proprieta che S ¢ funzione monotona crescente di U: se S (B) < S (A), allora anche

U (B) < U (A). Da questo discende che
U(B) <U(Y)
per qualunque valore del vincolo interno X ](1) (Y) diverso da quello di equilibrio X ](1) (A) =

xWM(B).

J

22Vedi ad es. |Grandy, 2008: “We wonder how one might define thermodynamic entropy for a
universe and its major constituents that have never been in equilibrium in their entire existence”.
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The plane /

S=8,

Figura 1.17: Principio di minima energia interna U (da

1.3.9 Equazione di stato

L’equazione
S=S(U,V,n) (1.9)

e la legge che lega tra loro le variabili di stato e la funzione di stato del sistema
ed ¢ detta equazione di stato del sistema; altri (cfr. [1985]) 1a chiamano
equazione fondamentale, termine che in genere e usato invece per un’equazione in forma
differenziale che lega tra loro le variabili di stato, e che e 'argomento della prossima
sezione.

Due riflessioni importanti sull’equazione di stato:

1. L’equazione di stato, che ¢ diversa per ogni sistema, contiene tutta ’informa-
zione termodinamica sul sistema, ed ¢ unica. Tutte le grandezze di interesse
termodinamico possono essere ricavate da essa.

2. Come qualunque equazione del tipo y = f(x), che puo essere ScrittaEl anche
r = f~!(y), I'equazione di stato puod essere scritta esprimendo una qualunque

235e f & una funzione invertibile; S possiede per definizione questa proprietd, cfr.
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delle variabili in funzione delle altre e della funzione di stato. Molto utile e
scriverla come

U=U(S,V,n) (1.10)
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Esempio: gas ideale. La forma pitt nota della sua equazione di stato ¢
pV =nRT

Questa ¢ un’equazione in cui (ad esempio) le variabili di stato p,V,n sono legate

attraverso 7"
pV
T V = —
(p7 9 n) nR

(cfr [Atkins and DePaulal [2010] figura 1.9).
Nello spazio {S,U, V,n}, si dimostra (vedi avanti, sez. [2.1.1)) che I'’equazione di stato
del gas ideale (monoatomico) puo essere scritta in funzione di S, U, V,n come

3 5
S(U,V,n)=nR (an+ §an— 51nn+0)
che per n = cost prende la forma

S(U, V)= ;annU—l—annV—l—C

Il grafico di quest’ultima funzione e grossomodo cosi:

Ldnbhsbibo

Figura 1.18: Rappresentazione schematica di S(U,V); le curve colorate sul piano
orizzontale (U, V') sono curve di livello di S (cfr. la ﬁgum

e nella rappresentazione in U (S, V') appare cosi:

Fig. 4.1 The fundamental
surface U/ = U (§,V) for an
ideal gas

Figura 1.19: Rappresentazione schematica di U (S, V) (da
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1.3.10 Equazione fondamentale (forma differenziale)

Generalmente si chiama equazione fondamentale (v. ad es. |Atkins and DePaulal
2010) un’equazione in forma differenziale che combina il secondo principio col primo,
legando tra loro le variabili e la funzione di stato, e contiene la definizione di importanti
grandezze: la temperatura e la pressione del sistema.

Proviamo a vedere che relazione esiste tra una variazione di S (U, V') e la corrispondente
variazione di U e V. Per semplicita di esposizione, e senza perdita di generalita, in
quanto segue trascuriamo il termine in nlﬂ

Scriviamo, formalmente, il differenziale di S:
08 08
dS=|—| dU — | dV
(o), 0+ (3v),

e poniamo per definizione
oS 1
— >0 1.11
(aU)V T )

(anche questo e una sorta di postulato; vedremo tra poco -nella|1.3.13} che questa
definizione coincide con la nozione sperimentale di temperatura)

e se il processo e adiabatico (v. paginad@ = 0 e per la conservazione dell’energia
(primo principio) eq.

AU =dWw
ovvero, secondo la 'equazione (|1.5])
dU = —p.dV

e quindi

1 oS
dS = — (—p.dV — | dV
e se ¢ anche reversibile
ds = 0
Pe = D

(infatti p. in questo caso eguaglia in ogni istante quella del sistema; dunque, &
una proprieta del sistema. Possiamo comunque prendere questo come definizione

di p). Quindi
1 oS
O = T (—pdV) -+ (W)U dV

24In sostanza seguiamo, semplificando le espressioni, I’elegante trattazione di (Chandler| [1987], sec.
1.2 “Second Law”
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L’ultima equazione ci permette di conoscere 1’altra derivata presente nell’equazio-
ne differenziale di S:

95y _»
o), T
e 'equazione diventa
1 p
dS = =d =d 1.12
S T U+T %4 (1.12)

e N.B. che dato che S e funzione di stato, quest’ultima equazione vale anche per
trasformazioni non reversibili e non adiabatiche. E generale.

Vedremo in seguito che ¢ molto utile scrivere la come equazione differenziale di
U(S,V):

|dU = TdS — pdV | (1.13)

oU
“(%)V
. (9
P=\av ),

Quest’ultima equazione e considerata 1’equazione fondamentale della termodinamica.

con

(1.14)

E un’equazione differenziale alle derivate parziali la cui risoluzione fornisce I’equazione
di stato.

In teoria, se conosco analiticamente la forma di 7' (S, V) e p (S, V) di un sistema posso
conoscere la sua energia interna U = U (S5, V) integrando l'equazione fondamenta-

1dL. 1371

In pratica, le funzioni T' (S, V') e p (S, V), da cui si ottiene I'equazione fondamentale per
un determinato sistema, o I’equazione di stato direttamente, si ricavano:

e da misurazioni sperimentali, oppure
e da un modello del sistema (per es., gas ideale), oppure

e dall’analisi (con i metodi della meccanica statistica) di simulazioni numeriche del
sistema

25Pin precisamente: se conosco U (S, V) conosco esattamente sia T (S, V) che p (S, V) che ne sono
le derivate; viceversa, per conoscere U (S, V') devo conoscere entrambe T (S,V) e p (S, V) e il risultato
¢ a meno di una costante di integrazione. Vedi Callen| [1985], Sec. 3.3 “Summary of formal structure”
per una discussione piu approfondita.
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L’equazione fondamentale, sia nella rappresentazione “entropica” S (U, V') che in quella
“di energia interna” U (S, V'), ha due significati, uno pitt matematico e uno piu fisico.

I primo & quello appena esposto: per ottenere I'equazione di stato (che & sempre 1'o-
biettivo ultimo della termodinamica) non si deve necessariamente conoscere la funzione
stessa, ad es. U = U (S,V), per via teorica o misurando terne {U;, S;, V;}; ma basta
anche conoscere T (S, V) e p(S,V) (sia per via teorica che misurando terne {7}, S;, V;}
e {pi, Si, Vi}): T'unico svantaggio ¢ che (a) devo conoscere due funzioni invece che una,
e (b) il risultato & a meno di una costante di integrazione.

Il secondo aspetto dell’equazione fondamentale & che essa permette di legare quantita
sperimentali a funzioni calcolabili: mentre la

dU =dQ +dw

implica che, per conoscere la variazione di U relativa ad una certa trasformazione dallo
stato 1 allo stato 2, ff dU = flz(dQ +dW), si devono necessariamente misurare d@) e
dW relativi a quella particolare trasformazione, con la

dU = TdS — pdV

(ovviamente a patto di conoscere le funzioni p (V') e T'(S)) si puo ricavare il risultato
per via analitica, indipendentemente dal particolare processo che mi ha portato da 1 a

2: 2 2 2
/dU:/TdS—/pdV
1 1 1

Esempio: calcolo alternativo del massimo di S
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Constraint or wall

= 2 n; n,
;g —Q C()ll'_l%trgint ;;,__,” Q
Vl v, 11te V1> v,

Figura 1.20: Massimizzazione di S rispetto a vincolo interno per un gas ideale in due
camere separate da un setto mobile e diatermico. (adattato da |Gruebele, |2025)

Utilizzando 'equazione fondamentale in .S si puo risolvere in maniera pitl semplice e
con risultati pit generali il problema posto sopra : un gas in un contenitore rigido
e isolato con un setto diatermico ma mobile in modo reversibile che divide il sistema nei
sottosistemi 1 e 2 . Si cerca il valore del vincolo interno, Vi, a cui corrisponde la massima
entropia totale.

Applicando ad entrambi i sottosistemi ’equazione fondamentale

1 Pi
ds; = i’dUZ + idVZ
si ha
48 = dSy +dSs = [~ — — Y, + (2L~ 22 qi,
T Ty T Ty
(p1 — p2)
=——""d
T "
dove abbiamo usato T} = To = T (ricordiamo che il processo si svolge in condizioni
reversibili). Il valore di V; che da il massimo di S & quello per cui
ds _ (pr—p2)
avi T
e =0, cioe

b1 =Dp2

che ¢ il risultato ottenuto sopra. Notare che non e stato necessario ipotizzare niente sulla
natura del gas; se il gas ¢ ideale allora p;V; = n; RT (v. 2.1]) e si ha anche

ny n2

ViV

1.3.11 Entropia e calore acquisito reversibilmente

Per stabilire il collegamento con grandezze misurabili, 1’equazione fondamentale [1.13
va confrontata con il primo principio [1.4]
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Innanzitutto osserviamo che in generale
AW = —p.dV

ma, come abbiamo visto, se svolgo la trasformazione in modo reversibile la pressione
esterna p, uguaglia sempre quella del gas, cioe¢ (p.)™ = p , e quindi

AW = —pdV (1.15)

Quindi il primo principio per la trasformazione reversibilelﬂ e
dU =dQ"" — pdV

e dal confronto di questa con ’equazione fondamentale si ricava

TdS = dQ"
dQTC’U

= 1

ds = (L16)

Quest’ultima ¢ una definizione di entropia in funzione di una grandezza misura-
bile, definizione adottata dalla maggioranza dei testi di termodinamica che seguo-
no l'approccio fenomenologico, e che qui invece risulta come conseguenza del set di
postulati.

Riflessione: 1’equazione fondamentale non dice quale ¢ la forma della funzione di stato
di un determinato sistema, ma solo la relazione che deve esistere tra la funzione e le
variabili. La forma della funzione si ricava, come detto, o da un modello o da misure
sperimentali. Possiamo vedere un’analogia di questo con le leggi fondamentali della
meccanica, come F' = ma o Eiyy = FEpo+Eei,, = cost, che non dicono qual e I’espressione
di ' o di E,, in un determinato problema, ma solo come esse devono essere legate alle
variabili cinetiche (a o E.;, ).

Ad esempio, la [1.16] ci fornisce il mezzo di ricavare sperimentalmente il valore di S
) b
per integrazione di misure di calore assorbito reversibilmente a piccoli intervalli di

temperatura:
d‘QTC’U
S = C
/ T

Tabulando questi valori si puo costruire un andamento sperimentale di T'(S,V) e
p(S,V), e risolvere I'equazione fondamentale tramite integrazione numerica.

26per quanto riguarda d@, sarebbe pill corretto dire “quasistatico”, perché per una trasformazione
“reversibile” & sempre d = 0. Qui ci si riferisce pit precisamente ad una trasformazione fatta in due
parti: nella prima, reversibile, dU = —pdV; nella seconda, quasistatica a V' = cost, dU =dQ? = TdS
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1.3.12 1l termine 7'dS come lavoro meccanico ‘“sprecato”

L’equazione fondamentale ha un semplice significato fisico. La si puo scrivere come
dU — (—pdV') = TdS
dove (—pdV') ¢ il lavoro reversibile. In una trasformazione adiabatica, T'dS > 0:
dU — (=pdV) =TdS >0

Dunque il termine entropico, sempre non-negativo, € la differenza tra la
variazione di energia del sistema, cioe il lavoro fatto sul sistema, in condizioni
adiabatiche non-reversibili (dU = —p.dV), e il lavoro fatto per ottenere
la stessa trasformazione meccanica in condizioni adiabatiche e reversibili

(—pdV'). E un lavoro “sprecato”, cioe lavoro in piu che si fornisce (per una compres-
sione) o in meno che si ricava (da un’espansione).

Consideriamo un processo adiabatico, non reversibile. Ad esempio, una espansione

con una p. < p. Abbiamo
dU = —p.dV

(infatti non c’e passaggio di calore), e I’equazione fondamentale &
—pedV =TdS — pdV
—pedV — (—pdV') = TdS (1.17)
L’ultima equazione si puo scrivere

dwirrev _dwrev — TdS

Il termine a sinistra ¢ — (p. — p) dV, e dato che p. < p e dV > 0 (espansione)
—(pe —p)dV =TdS >0

AW —qwre’ = TdS > 0
dwirrev >dwrev

Entrambi termini di lavoro sono negativi. Quindi in valore assoluto
Idwirrev‘ < u» rev|

Dunque

il lavoro di espansione (negativo) fatto dal sistema contro una
pressione esterna p. < p, in modo irreversibile, ¢ in valore assoluto
minore di quello fatto in modo reversibile. La differenza
TdS > 0 ¢ lavoro “sprecato” dissipato come calore.
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Si usa dire che il lavoro reversibile e il lavoro massimo fatto dal sistema durante

una espansione.

In una compressione, p. > p e dV < 0, ed il risultato ¢ sempre
—(pe —p)dV =TdS >0

dLWirrev _dL rev _ TdS > O
dWZ'rrev >d rev

nell’ultima equazione entrambi i termini sono positivi, percio la

|dtwi7"7’ev‘ > erev|

il lavoro di compressione (positivo) fatto sul sistema da una
pressione esterna p. > p, in modo irreversibile, ¢ maggiore di
quello fatto in modo reversibile. La differenza 7'dS > 0 e lavoro
“sprecato” dissipato come calore.
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fu

[-p.av

J-pe dv l

das=0

v

Figura 1.21: Rappresentazione sul piano {V,U} dei termini dell’equazione integrati,
per due trasformazioni adiabatiche irreversibili (A — B, A — C). Il termine — [ pdV ¢
il lavoro delle corrispondenti trasformazioni adiabatiche reversibili (A — B', A —C'); e
JTdS > 0 ¢ il calore assorbito nelle trasformazioni nonadiabatiche reversibili B' — B,

C'-C, aAV =0.

1.3.13 Equivalenza di 7' con la temperatura sperimentale

Dobbiamo ancora giustificare il fatto che abbiamo identificato la derivata (g—g)v, defi-
nita 7', con la temperatura termodinamica o sperimentale.

Se metto in contatto termico due sottosistemi 1 e 2, ciascuno di per sé in equilibrio,
di un sistema complessivo isolato, di fatto rimuovo quello che € un vincolo interno del
sistema complessivo; il quale dopo la rimozione del vincolo si modifichera in modo da
aumentare la sua entropia S = S; + S fino a raggiungere il suo massimo rispetto
al vincolo. La variazione (dal non-equilibrio verso ’equilibrio, quindi in senso inverso
rispetto a quella dell’equazione ! ) sara

ds >0
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Poniamo T; < T5; e immaginiamo che si abbia un flusso di calore dQ,., tra i due
sotto-sistemi, a cui corrispondono le variazioni di entropia di ciascuno

AQrev
T
—AQrey
15

s, =

dSy =

e del sistema totale

dS = dS; + dS,
1 1
:erev (Tl - E)

Ora, perché sia dS > 0, con 17 < T» (e quindi (Til — T%) > (), deve essere

dQ™ > 0

cioe, il calore fluisce verso il sottosistema a 1" minore, il sistema 1; all’equilibrio
ds =0

e perché cio valga per qualunque valore did@),., deve essere

T1 :T2

In sostanza, T' € quella grandezza che causa il trasferimento di calore dal corpo
a T maggiore verso quello a T' minore.

Cioe, proprio la temperatura (assoluta) termodinamica.

1.4 Altre rappresentazioni del sistema. Potenziali
termodinamici.

1.4.1 La funzione U come “potenziale termodinamico”.
Scriviamo ora la forma piu generale dell’equazione fondamentale in funzione di U con-

siderando anche la dipendenza di U dalla composizione chimica espressa dalle quantita
molari n;:

AU = TdS — pdV + > judn; (1.18)
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dove le quantita 7', —p e u; rappresentano le derivate parziali di U (S, V, n):

oU )
T=%
(3)..

- (%Y
r=\av),, (1.19)

s — <6U >
' anZ S,V,TZj#i y,

e u; e, per definizione, il potenziale chimico della specie chimica Z|Z|

Notiamo che, in questa forma estesa, il lavoro reversibile e

dW'™ = —p-dV + Z pidn; (1.20)

cioe contiene anche la variazione di energia subita dal sistema a causa di una variazione
delle quantita delle specie chimiche n;.

L’equazione fondamentale [1.18] evidenzia un’analogia tra l’energia interna U di un
sistema termodinamico e l'energia potenziale di un sistema conservativo in meccanica

classica (cfr. Helrich, [2008)).

Ricordiamo che in un sistema conservativo le componenti cartesiane della forza ? Sono
le derivate parziali dell’energia potenziale ¢ (cambiate di segno); ad esempio, in due

dimensioni si ha:
P —— (M)
ox y

ed il differenziale totale di @ (z,y) &

(1.21)

d® = —F,dx — F,dy

La forza che agisce su un corpo ¢ nella direzione della diminuzione di ¢ (cfr. la|1.21)
ed e nulla al minimo di ®, dove le derivate sono uguali a zero.

Confrontando le ultime relazioni con le e vediamo che U si comporta come
un’energia potenziale e T', —p, p; agiscono come componenti di una “forza” termodina-
mica sulle variabili da cui U dipende: S,V,n;. Inoltre, il principio di minima energia
interna mostra che la direzione di un processo spontaneo ¢ quella della minima U
(rispetto a un vincolo interno). In considerazione di queste analogie, si usa classificare
U come un “potenziale termodinamico”.

oG
[‘)ni

2"Notare che ¢ anche p; = ( , perché la dipendenza di G da n; ¢ la stessa di quella di U.

)T,p,nj#,i
Tra altro dal teorema di Eulero (Chandler| [1987] §1.7) sulle funzioni lineari si ricava che G = Y p;n,
cioé che per un sistema monocomponente j; &€ semplicemente la G molare.
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1.4.2 Se il sistema non é isolato

Per semplicita di scrittura in quanto segue, quando opportuno, useremo una notazione
compatta (vettoriale) per il contributi al potenziale termodinamico dovuto alla
composizione chimica:

Z,uidni — u-dn

Qui, 1 e n sono vettori di dimensioni uguali al numero di componenti chimiche ed il
segno - indica il prodotto scalare che come € noto ¢ la somma dei prodotti a due a due
delle componenti omologhe dei due vettori

dU = TdS — pdV + p - dn

Riflettiamo su quanto visto fin qui.

Abbiamo considerato un sistema di cui, all’equilibrio, sono definite le grandezze U, V, n.
In pratica, questo significa che ci riferiamo ad una situazione in cui e possibile con-
trollare queste grandezze (vedi la sezione [1.3.1)): lo si puo fare fissando il volume V/
del contenitore (possibilmente con un sistema aggiustabile come un pistone in un cilin-
dro), bloccando il flusso di materia (n) con opportune chiusure/aperture, e regolando
I’energia interna U, oltre che tramite V' e m, con un isolamento termico eventualmente
rimovibile. Per ogni valore fissato di U, V, n il sistema all’equilibrio ¢ dunque un sistema
isolato; per esso € definita una funzione entropia S (U, V,n) che puo essere ricavata
dall’equazione fondamentale.

Quanto appena detto, ovviamente, vale anche se come funzione di stato adottiamo,
invece di S, il potenziale termodinamico U (e come variabili S, V,n), come mostrato in
1.22] a sinistra.
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Figura 1.22: [ sistema (rettangolo piccolo) in tre diverse condizioni: isolato (sx), isolato
termicamente e con pressione controllata dall’ambiente (centro), con temperatura e pressione
controllate dall’ambiente (dzr). Le pareti grigie sono adiabatiche. Il rettangolo grande
rappresenta l’ambiente, le cui dimensioni sono enormemente maggiori di quelle del sistema:
il complesso sistema+ambiente ¢ isolato.

Consideriamo adesso una situazione leggermente diversa. Immaginiamo lo stato di
equilibrio di un sistema non piu isolato ma “immerso” in un ambiente di dimensioni
molto piu grandi, il contatto con il quale garantisce il mantenimento di certe grandezze
del sistema, anche a fronte di piccole variazioni delle variabili di stato, ma senza che il
valore totale di queste (cioe la somma dei valori del sistema e dell’ambiente) sia alterato.

Ad esempio, possiamo immaginare che il sistema possa scambiare energia meccanica
con 'esterno, ovvero che le pareti del sistema non siano piu rigide ma il volume possa
variare in accordo con la pressione dell’ambiente. Se I’ambiente e cosi grande che la sua
pressione non ¢ modificata dalle variazioni di volume del sistema, si comporta come un
regolatore di pressione o pressostato. Notare che I'energia dell’ambiente in generale
cambia quando cambia il volume del sistema; ma se 'ambiente, incluso il sistema, e
isolato (figura centro) i due cambiamenti, di sistema e ambiente, sono uguali e
opposti e si compensano.

Analogamente, si puo considerare il caso in cui il sistema e in contatto con un bagno
termico o termostato che e alla stessa temperatura del sistema e, date le sue dimensioni
immensamente superiori, puo assorbire o cedere quantita di calore dal/al sistema,
senza aumento di temperatura. Un sistema sottoposto in tal modo alla regolazione
della temperatura, e dove sia presente anche la regolazione della pressione descritta al
capoverso precedente, ¢ rappresentato nella figura a destra.

Un opportuno serbatoio di materia puo, allo stesso modo, garantire il mantenimento
del potenziale chimico p di ciascun componente.
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In tutti questi casi, il sistema non €& piu isolato; non ha pit un valore determinato
per U (0 S), V ed n. Tuttavia, possiamo applicare tutto quanto abbiamo visto finora al
complesso (sistema+ambiente) che come abbiamo detto mantiene un valore fisso
per la somma delle grandezze come V! = Vo™ 1.V etc., ed & quindi un super-sistema
isolato per il quale vale esattamente la trattazione vista fin qui.

Questo scenario € abbastanza frequente in laboratorio e pertanto merita di essere
esaminato con attenzione.

La prima domanda che ci dobbiamo porre e: quali variabili di stato differenti da
S, V,n caratterizzano lo stato di un sistema in queste condizioni?

E ragionevole aspettarsi che in situazioni in cui del sistema si controllano le variabili T’
e/o p, invece che S e/o V, siano le prime a dovere essere assunte come variabili di stato
al posto delle seconde. Lo definiremo in modo piu formale a breve.

La seconda domanda e: quale funzione di stato, o potenziale termodinamico, al posto
di U, puo essere utilizzata per predire il comportamento del sistema alla rimozione di
un vincolo interno?

1.4.3 Altri potenziali termodinamici: H (S,p,n) e G(T,p,n)

La necessita di nuove variabili di stato e di una nuova funzione di stato appropriati per
sistemi non isolati puo essere vista sotto il profilo formale.

Usiamo la “rappresentazione” in U. Nel sistema isolato abbiamo (ad es. nel caso di
una sola componente)

U = U(S,V,n) (1.22)
dU = TdS — pdV + pdn (1.23)

Questa equazione descrive (S, V,n) come le variabili naturali di U, e (T,p, i) come le

relative variabili coniugate:
r - (%
9S8 ) v

. (oU
r =~ (5)..
_(oU
a <%)sy

Ora consideriamo le situazioni sperimentali descritte sopra, in cui il sistema € in contatto
con un ambiente.
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Se, ad esempio, il sistema e collegato ad un pressostato con pressione p, il volume V'
non ¢ definito (non ¢ definito esplicitamente) e quindi non costituisce pitt una variabile
di stato mentre lo € p. Cerchiamo una funzione di stato di S, p, n.

Per trovarla usiamo un’operazione matematica detta trasformazione di Legendre. Defi-
niamo la funzione entalpia, H:

H=U+pV| (1.24)

Il suo differenziale dH risulta
dH = dU + pdV + Vdp (1.25)
e sostituendo dU = T'dS — pdV + udn

dH = TdS=pdV + pdn+pdV + Vdp

|dH = TdS + Vdp + pdn| (1.26)

L’ultima equazione mostra che la funzione di stato H ¢ funzione naturale di S,p,n
H=H(S,p,n)

mentre 7', V, pu sono le variabili coniugate.

Analogamente, nel caso in cui il sistema sia collegato ad un termostato, che consente
uno scambio di calore (che reversibilmente ¢ dQ™" = TdS), 'entropia S non & piu
definita mentre lo ¢ T, che deve essere quindi presa come variabile di stato al posto di

S.

Il sistema collegato sia al pressostato che al termostato ha come variabili naturali T', p, n.
Come funzione di stato definiamo la funzione energia libera di Gibbs, G:

G=H-TS (1.27)
=U+pV -TS '
Differenziando e sostituendo dU come sopra si ha
dG = =SdT + Vdp + pdn (1.28)

Come si vede da quest’ultima forma della equazione fondamentale, G e funzione naturale
di T,p,n
G=G(T,p,n)
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mentre S, V, u sono le variabili coniugate:

oG )
5= (a_T>n,V
-
ap n,S

_ (%
o= on S

Con le trasformazioni appena viste abbiamo dunque che:

-~

(1.29)

e in un sistema in contatto con un pressostato, ma isolato termicamente e senza
scambi di materia con I’esterno, il potenziale termodinamico ¢ H (S, p, n)

e in un sistema in contatto sia con un termostato che con un pressostato, ma senza
scambi di materia con I’esterno, il potenziale termodinamico ¢ G (T, p, n)

Dato che nella pratica sperimentale del chimico e del biologo ¢ abbastanza comune
operare in un ambiente a p = cost e T' = cost, la funzione GG avra un ruolo prevalente
nella nostra trattazione.

1.4.4 Principi di minimo in H e G

Ricaviamo ora le condizioni di equilibrio nei due sistemi appena descritti, i sistemi
(S,p,n) e (T,p,n). La dimostrazione ¢ su |Callen| [1985], cap. 6.

Poiché il complesso formato da sistema+ambiente ¢ esso stesso un sistema isolato,
possiamo scrivere la condizione di minimo di U per questo super-sistema. Ci limiteremo
ad uguagliare a 0 il suo differenziale; cosi facendo consideriamo il limite della condizione
per variazioni infinitesime, e assicuriamo che lo stato corrisponde ad un estremo
della funziond®™] Poniamo dunque

U™ =0

Nel caso di H si ha un sistema in contatto adiabatico con un “a” mbiente che costituisce
un “serbatoio” di p = p®, il tutto isolato

U =u+0"

28matematicamente, come & noto, per assicurare che questo estremo sia un minimo e non un massimo
occorre ancora che la derivata seconda sia positiva; non affrontiamo questo aspetto qui
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e la condizione di minimo e

0=dU* =d(U+U*)
= dU + T*dS" — pdV*
=dU — p*dV*

Notare che nell’ultimo passaggio abbiamo usato la condizione che non vi ¢ flusso di
calore nel serbatoio (il contatto con il sistema ¢ adiabatico), percio T%dS® = 0

Consideriamo ora che dV* = —dV (infatti V%" = cost, quindi le variazioni di sistema
e ambiente sono uguali e opposte); inoltre notiamo che per effetto del serbatoio pres-
sostatico la pressione del sistema ¢ mantenuta costante al valore di p = p®. Pertanto
abbiamo

0=dU + pdV
=d(U+pV)
(dove abbiamo utilizzato il fatto che dp = 0 e quindi d (pV) = pdV + Vdp = pdV).

I1 membro a destra dell’ultima equazione ¢ esattamente il differenziale di H, percio
la condizione di minimo della U™ del super-sistema implica la seguente condizione di

minimo della H del sistema:

Passando al caso di G, si parte da un sistema in contatto termico e meccanico con un
serbatoio che mantiene costanti sia p che T'. In questo caso abbiamo

0=dU™ = d(U + U?
= dU + T°dS — p*dV®

Ora, T* = T (effetto del termostato) e @Q")" = — ([dQ""), ovvero T*dS* = —TdS
perché i flussi di calore sono uguali e contrari; e il termine —p*dV® = pdV come abbiamo
gia visto in presenza di pressostato. Dunque

0=dU —TdS + pdV
=d(U +pV —-T5)
Utilizzando dp = 0 (pressostato) come prima, e in questo caso anche la termostatizza-

zione d1' = 0, verifichiamo che il membro a destra ¢ il differenziale di G = U+pV =TS,
e quindi in questa situazione la condizione di minimo della U porta ad una condizione

di minimo della G del sistema:
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1.4.5 Significato fisico delle variazioni di H e GG

La condizione di minima G appena vista puo essere ricavata in un modo alternativo, col-
legandola alla condizione di massima entropia invece che a quella di minima U. Si vede
infatti che dG rappresenta la variazione di entropia del complesso sistema+ambiente,
cambiata di segno e moltiplicata per 7.

Iniziamo scrivendo un’utile relazione su H che ne chiarisce anche il significato fisico.

La variazione di H & il calore assorbito reversibilmente a p costante (e n;
costanti)

(cfr. (Callen| [1985], cap 6.)

Ricordiamo I’equazione (|1.25))

dH = dU + pdV + Vdp

Confrontando con

dU :d- rev +d‘ rev
—dQ"* — pdV

si ha

dH =dQ™" — pdV + pdV + Vdp
:d-QTeU _"_ Vdp

Dall’ultima equazione ricaviamo che per una trasformazione a pressione costante
e senza variazione di composizione, cio¢ in condizioni in cui dp = 0 e dn; = 0, la
variazione di H e semplicemente

dH = @Q"")

p=cost

Per un sistema ad una sola componente questa relazione si scrive brevemente

dH =dQ,

trasf. reversibile (1.30)
o per variazioni non infinitesime
AH =Q,
trasf. reversibile (1.31)

cioe la variazione di H ¢ uguale al calore scambiato reversibilmente a pressione costante
(e n; costanti).
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Esercizio svolto

Ad un gas chiuso in un cilindro con un pistone che esercita la pressione costante
di p. = 100 kPa viene fornito in modo reversibile un calore di Q™" = 10 k.J.

Il gas si espande in modo tale che tutto il calore viene trasformato in lavoro
espansivo

1. Qual ¢ la variazione di energia interna del gas, AU?

AU = Q™" + W™ = 0 per definizione del problema

2. Di quanto si espande il gas?
Abbiamo

szwyw—/}ﬂv

0=Q —p.AV
QT’@’U
Pe

AV =

dunque AV = 138 ,’:}],a =0.1m?

3. Qual e la variazione di entalpia, AH?
AH — QTC’U
=10 kJ

Si puo provare a risolvere il problema opposto: il gas viene raffreddato e si
contrae.

La variazione di G misura la variazione di entropia dell’insieme sistema-+ambiente

Scriviamo ora ’equazione fondamentale in funzione di G nella forma (cfr. 1’equazio-
ne (|1.27))
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dG =dH —TdS — SdT

Ricordiamo che G ¢ la funzione termodinamica adatta per un sistema in contatto con
un ambiente in cui si mantengono costanti temperatura e pressione. Osserviamo che
per una trasformazione a T' = cost

dG = dH — TdS (1.32)

e a p = cost (vedi [1.30))
dH =dQ),

In queste relazioni d.S rappresenta, per definizione, la variazione di entropia del sistema,
mentre dH rappresenta il calore assorbito reversibilmente dal sistema stesso.
Qual e la variazione di entropia dell’ambiente?

dQZmb

dsamb —
T

ma il calore assorbito dall’ambiente e quello emesso dal sistema, cioe

Q™ = —dQ,
quindi
Q)
amb __ __YP
s =7
_ dH
T

Risulta dunque che % e la somma della variazione entropica dell’ambiente e del sistema,
cambiate di segno:

dG = —TdS*™ —TdS

dGi amb
= (S + 5um)

Dunque, in condizioni di p e T costanti, la variazione di G rappresenta la
variazione totale di entropia del complesso (sistema+ambiente), diviso per
T e cambiato di segno.
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La variazione di G a p,T = cost € la variazione di energia interna associata a
lavoro nonespansivo

Sviluppiamo ancora il differenziale di G

dG = dH — TdS — SdT
— dU + pdV + Vdp — TdS — SdT (1.33)

Ricordiamo ora che per il principio di conservazione dell’energial.4]

AU =dQ +dW

In generale, il termine di lavoro contiene un contributo espansivo-compressivo piu
eventualmente uno nonespansivo dW""¢*?ad esempio il lavoro chimico (vedi [1.3))

AW = —p.dV +dWmoe

e quindi considerando una trasformazione reversibile (cui corrisponde il massimo lavoro
ottenibile, cfr. sezione [1.3.12]) possiamo scrivere

dU =TdS — pdv ) nonespyrev

Se sostituiamo quest’ultima espressione nella abbiamo

dG = Vdp — SdT + +dWmeresprer

quindi a p,T = cost

‘ dG = diynenesprev ‘
p,T" = cost

In accordo con questo risultato, molti testi (ad es., |Atkins and DePaulal [2010], sec. 3.5)
riportano che la variaz di G a p,T = cost € uguale al “massimo lavoro nonespansivo
ottenibile”.

Notare che se AG < 0 anche il lavoro nonespansivo ¢ negativo, cioe ¢ energia ceduta
dal sistema all’ambiente. Nel caso pit comune in cui il solo lavoro nonespansivo e
quello legato ad una reazione chimica

AV nonesprev _ 2dn;
>

un AG negativo (che come vedremo nella sezione indica una reazione spontanea) ¢
una “riserva’ di energia a disposizione dell’ambiente per compiere lavoro (meccanico,
elettrico, etc.)
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Esercizio svolto

Esempio:
Il cervello umano lavora ad una potenza di circa 25 W[Atkins and DePaula

, Example 3D.1]; 'energia viene fornita dall’ossidazione del glucosio ed ¢
misurata dalla relativa AG.

La variazione di GG associata all’ossidazione del glucosio a 37°C e 1 atm &
AG = —2888 kJ/mol |Atkins and DePaula 2010, p.118]

e Quanto glucosio consuma il nostro cervello in un’ora?
e Risposta:
- lavoro in un’ora=25 W x 3600 s = 90 kJ;

- glucosio consumato=90 kJ/2888 kJmol™' = 0.0312 mol =
180.16 g mol™ x 0.0318 mol = (circa un cucchiaino da
te)

cfr. https://chem.libretexts.org/Bookshelves/General Chemistry /Book%3A_ChemPRIME_(Moore_et_a
V. [2001], sec 5.2, oltre a e [1985]

1.4.6 Importanza delle diverse rappresentazioni

Avere definito delle nuove funzioni e variabili di stato ci permette di utilizzare sempre il
riferimento appropriato per le condizioni sperimentali in cui ci si trova. Sottolineiamo
ancora, infatti, che in un sistema in equilibrio con un ambiente che mantiene costanti
(ad esempio) p e T', le variabili V' ed S non sono esattamente determinate, ma avranno


https://chem.libretexts.org/Bookshelves/General_Chemistry/Book%3A_ChemPRIME_(Moore_et_al.)/16%3A_Entropy_and_Spontaneous_Reactions/16.15%3A_Maximum_Useful_Work?readerView
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piccole oscillazioni intorno al valore medio. Quindi rigorosamente non e corretto consi-
derarle come variabili di stato, anche se si puo vedere che in un sistema macroscopico
le oscillazioni sono di dimensione irrisoria e quindi irrilevanti nella praticaf’}

Ricordiamo anche che, qualunque sia il riferimento usato, il numero di variabili indi-
pendenti del sistema termodinamico in esame rimane lo stesso. Nel caso di un sistema
ad un componente ci sono tre variabili di stato e una funzione di stato:

U=U(S,V,n)
oppure

H = H (S7 p7 n)
oppure

G=G(T,p.n)

1.5 Entropia statistica

Come le altre grandezze termodinamiche, 'entropia ha un importante significato dal
punto di vista microscopico (ricordare la sezione [1.1.3). In un sistema isolato di N
particelle uguali con energia totale E' e volume V', I'entropia si definisce come

S=kglnQ(E,V,N) (1.34)
dove

Q(E,V,N) = numero di microstati del sistema

cioe, il numero di configurazioni microscopiche del sistema compatibili con E,V, N, e

R

kp = —;
B NA7

con R = costante del gas ideale e N4 = numero di Avogadro; kg = 1.38 1072 JK ! ed
e detta “costante di Boltzmann”.

Notiamo subito che

e ' = U della termodinamica

¢ N =n - Nayogaaro (cfr la I'equazione (1.2)))

e si puo evidenziare molto bene, invece, in simulazioni numeriche, dove in generale il campione &
dell’ordine delle migliaia di atomi
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Per chiarire meglio cosa rappresenta (), facciamo un esempio elementare.

Immaginiamo un sistema isolato composto da tre molecole {a, b, ¢} ciascuna delle quali
puo assumere uno tra 4 livelli di energia: {0,1,2,3}.

Immaginiamo anche che I'energia totale F¥ = 3. La figura riporta tutte le configurazioni
molecolari (i microstati) possibili che danno F = 3. In questo caso

Q=10
18— & . .
= ——— ——— .—— #8—1— —9— — 89— — 8 — 8 ———
1—— — ——— —— —_8— —— F—— —— 8 —#— B—— A
li—88 88— 98— ——8 —9— —— 8 #—— 8—— —@— ———
molecule——M a b c abec abec abec abec abec abe abc abhec aboec
rnic rostate —pw 1 2 32 4 5 3 7 2 9 10
configur ation — ! Iy il

Figura 1.23: Microstati in un sistema di 3 particelle distinguibili con energia totale U = 3
(da |Unwwersityof Texas, |2024)

Supponiamo di imporre un vincolo interno: ad esempio, la condizione che due molecole
devono avere € = 0 e una € = 3. Come si vede, questa condizione & un vincolo interno
perché specifica un’ulteriore proprieta del sistema senza alterare il valore della variabile
macroscopica U. In questo caso si vede che

Q=3

9299
1

(raggruppate sotto il termine “configuration nella figura); quindi

Svincolo < S
kBln3 < k:BlnlO

Se rimuoviamo il vincolo, il sistema torna spontaneamente nella situazione di partenza,
a cui compete una S maggiore.

Questo risultato e generale: ogni volta che si specifica un vincolo si riduce il numero di
possibili microstati, e quindi si riduce S.

Oltre ad esibire un massimo rispetto al valore di un vincolo interno, la funzione S
definita dalla 1’equazione possiede tutte le altre proprieta dell’entropia termo-
dinamica S. In effetti, la definizione ’equazione e semplicemente la definizione
microscopica di entropia.
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1.5.1 Entropia e “disordine”

Alla luce della sua interpretazione statistica, si afferma spesso - anche in testi scolastici
- che l'entropia misura il “disordine” di un sistema e la sua naturale (e un po’
inquietante!) tendenza a crescere.

Si tratta di un’affermazione quantomeno inesatta (cfr. Signorini, 2024)).

Innanzitutto, perché il concetto di “disordine” e, con tutta evidenza, in gran parte
soggettivo e come tale inadatto a definire una grandezza fisica misurabile. Ad esempio,
e difficile stabilire quale dei due stati rappresentati dai due microstati riportati in figura
e piu “disordinato”.

Figura 1.24: Due microstati rappresentativi di due diversi stati di un lattice gas con 169
“atomi”. In entrambi, le posizioni atomiche sono generate in modo casuale, ma nello stato
di destra si e imposto il vincolo che non ci siano due atomi adiacenti. Nonostante che quello
di sinistra corrisponda allo stato a maggiore entropia statistica, la maggioranza delle persone
tende ad associare maggiore “disordine” a quello di destra. (Da|Styer, 2000).

Secondariamente, perché il criterio del massimo disordine non rende conto di tante
classi di processi che avvengono spontaneamente. Ad esempio: € abbastanza naturale
giudicare un liquido piu “disordinato” del corrispondente cristallo, ed interpretare
il processo naturale di fusione come causato da un “aumento del disordine” che si
verifica passando dal solido al liquido. Tuttavia questa linea di ragionamento non ¢
assolutamente in grado di spiegare il fenomeno inverso, quello della cristallizzazione
di una sostanza liquida, che invece come sappiamo si verifica naturalmente in certe
condizioni, anche in un sistema isolato per il quale non puo essere invocato ’aumento
di entropia dell’ambiente (cfr. sez. . Per un’efficace lista di processi spontanei per
i quali la variazione da ordine a disordine e quantomeno discutibile, si veda [Lambert
[2002].

Occorre soprattutto tenere presente che, come e evidente dalla sua definizione ((1.34)),
S non si riferisce alle caratteristiche di un singolo microstato, ma a quelle
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di un macrostato compatibile con tanti microstati; in particolare, misura non il
disordine, ma la complessita del macrostato, intesa come il numero dei microstati
ad esso accessibili@. Il principio di massima entropia , considerato alla luce della
rappresenta semplicemente una banale tendenza del sistema, in assenza di
vincoli, ad assumere i macrostati pit probabili, cioe quelli a cui corrisponde il
massimo numero di microstati ([DeVoe, 2001] sec. 4.8).

I testi piu recenti, pitt opportunamente, tendono ad associare I’entropia non al disordine
ma al grado di dispersione della materia e dell’energia (ad es. |Atkins and
DePaulal, 2010, [Lambert, 2002]).

1.5.2 Sistemi non isolati. Distribuzione di Boltzmann

Anche un sistema non isolato si puo descrivere da un punto di vista microscopico. La
trattazione statistica, in questo caso, porta ad un’espressione che lega variabili di stato
e potenziale termodinamico ad una grandezza statistica opportuna, in analogia con la

Ad esempio, per I'energia libera di Gibbs si ha

G((p,T,N)=—kgTInZ (p,T,N)
dove Z ¢ analoga a () della e misura la complessita del sistema nelle condizioni
date (in gs caso: p, T e N).

C’¢ una relazione, di importanza basilare in chimica fisica, che vale per un sistema
mantenuto a temperatura 71" e che da la probabilita di occupazione di un microstato v
del sistema:

Ey

Py X € RT (1.35)

dove E, e l'energia del microstato (ricordiamo che in un sistema in contatto con un
termostato I'energia totale non & fissa); R ¢ la costante dei gas ideali. In base alla [1.35]
il rapporto tra le probabilita di due statiie j e

Di B

- 1.36
" (1.36)

Il significato delle precedenti equazioni e che, data una certa temperatura, e piu
probabile che il sistema si trovi in un microstato ad energia bassa rispetto ad uno ad
energia alta; inoltre, per due stati fissati, il rapporto tra le probabilita cresce con la T
e tende a 1 per T' — oo (vedi figura

30 «

entropy [...] originates in our view as a measure of uncertainty about the specific microstate in
which we might expect to find a local thermodynamic system defined by a small number of macroscopic
variables.” |Grandy, [2008
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Figura 1.25: [da |Atkins and DePauld [2013]] La distribuzione di Boltzmann delle
popolaziont di 5 stati all’aumento della temperatura

La legge di distribuzione di Boltzmann ha una validita generale; in sostanza, la si
puo applicare a una qualunque situazione in cui un sistema scambia in modo casuale
piccole quantita di energia (o di un’altra quantita) con un serbatoio enormemente piu
grande, sotto 1'unica condizione che I’energia totale non cambi (un istruttivo esempio ¢
costituito da un insieme di pedine distribuite tra le caselle di una scacchiera
. Cosi, in un sistema di particelle non intemgentﬂ mantenute a T' costante, le
energie delle singole particelle, ¢,, hanno una distribuzione che ¢ ’equivalente su scala
molecolare della .35}

(57

py x e kBT (1.37)

Quest’ultima legge e spesso utilizzata nella trattazione di sistemi quantici molecolari,
ad esempio nei processi di assorbimento e decadimento dell’energia che si verificano in
spettroscopia ottica.

1.5.3 Interpretazione microscopica di lavoro e calore

La visione microscopica del sistema ci permette anche di comprendere meglio la di-
stinzione tra i meccanismi di variazione dell’energia interna U tramite lavoro e tramite
calore, distinzione che e alla base della formula di conservazione dell’energia nota come
“Primo principio della termodinamica” (vedi la sezione .

La figura rappresenta un sistema quantistico, in cui le molecole (noninteragenti)
occupano una serie di livelli energetici separati. Alla temperatura 1" le particelle si

3yvedi | 1985] sec 16.2 per la giustificazione di questa restrizione
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dispongono sui livelli energetici €, secondo la distribuzione di Boltzmann “molecolare”
vista alla sezione precedente (|1.37]).

Consideriamo il pannello (a) in figura: nel diagramma in basso le molecole sono disposte
secondo la distribuzione di Boltzmann: il trasferimento di calore, alzando la tempera-
tura, promuove le molecole a energie piu alte, senza pero modificare la disposizione dei
livelli.

Quando invece compiamo lavoro sul sistema, pannello (b), ne modifichiamo la struttura
energetica senza cambiare la distribuzione delle molecole sui livelli. Un caso tipico e
costituito dalla cosiddetta “particella nella scatola (monodimensionale)”, i cui livelli
energetici sono dati da una formula del tipo (vedi |Atkins and de Paulal [2009)

n=1,23,..

con L = alla lunghezza della dimensione della scatola, mentre la spaziatura tra due
livelli contigui ¢
(2n+1)

12
Se si comprime la scatola tramite una forza esterna, la lunghezza L viene ridotta e di
conseguenza -in accordo con la formula precedente- i livelli diventano piu spaziati.

r —

TE

Figura 1.26: Da |Atkz’ns and DePaulal I{QOIQ/

(€ns1 — €n) X

(a)

1.5.4 Entropia assoluta. Terzo Principio della termodinamica

Le funzioni termodinamiche come U, H,G (ma non le grandezze definite come loro
derivate, come T, p, o le variabili di stato V, n) sono determinate a meno di una costante.
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Come abbiamo gia visto nel caso di @, (I'equazione ([1.31))), e vedremo regolarmente
nella soluzione di problemi, le grandezze osservabili sono in generale uguali a differenze
di funzioni termodinamiche, non a valori assoluti di queste ultime.

Formalmente, questo dipende dal fatto che le funzioni di stato sono la soluzione di
un’equazione differenziale come la l'’equazione (1.13)), che, come e noto dall’analisi
matematica, ¢ una famiglia di funzioni costituite da una primitiva pit una costante
arbitraria.

L’entropia S fa eccezione, nel senso che e possibile attribuire un valore assoluto al-
Ientropia a T' = 0. Secondo la definizione statistica di entropia [1.34] allo zero delle
temperature, dove tutti gli atomi si trovano sul livello fondamentale dell’energia®?,
esiste un solo microstato (2 = 1) e quindi (dato che kpln1l = 0)

Per fissare 'entropia termodinamica a questo valore e invece necessario porre un ulte-
riore principio, che prende il nome di Terzo Principio della termodinamica. Ai
nostri fini, questo postulato non ha particolari conseguenze, tranne il fatto che grazie
ad esso ¢ possibile misurare un’entropia assoluta:

S(T) = AS(T,0)

1.6 I postulati e i principi classici della termodina-
mica

Come si e detto all'inizio di questo capitolo, nella maggioranza dei testi la termodi-
namica e presentata secondo l’approccio tradizionale, basato su tre principi, piu uno
detto “principio zero”. Si puo vedere come questi principi sono in parte derivabili dai
postulati presentati sopra, in parte impliciti in altre leggi fisiche fondamentali.

I1 confronto che segue e basato sul testo di Swendsen [2012], con la sola differenza
che quel libro presenta e numera i postulati in modo leggermente diverso da (ma
formalmente equivalente a) quello adottato qui, che rappresenta una sintesi tra la
trattazione di (Chandler| [1987] e quella di (Callen| [1985]. Per la precisa formulazione
dei principi della termodinamica facciamo invece riferimento ad uno dei testi piu diffusi
in ambito universitario, Atkins and DePaula [2010].

32¢ non sono intercambiabili perché fermi
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1.6.1 Principio ”zero”

“se A e in equilibrio con B, e B con
C, anche A e in equilibrio con C”
[Atkins and DePaula) [2010]

Questa assunzione assicura che se ac-
certiamo che la temperatura di A e C
e la stessa mettendoli, separatamente,
in contatto con un termometro (B), si
puo assumere che mettendo in contatto
A con C il loro stato di equilibrio non
cambierebbe.

1.6.2 Primo Principio

“L’energia interna U di un sistema
isolato & costante” |[Atkins and
DePaula), 2010]

Nella formulazione assiomatica, abbiamo
visto (sezione che se A e B
costituiscono sottosistemi di un sistema
composito e sono in equilibrio termico,
allora dal principio di minima entropia,
che deriva dal postulato 2 (sez. , st

TLCava

Th=1g

Se ripetiamo lo stesso per i sottosistemi B
e C abbiamo

T =1¢c

e dunque
Tyh=Tc

ovvero: A e C sono in equilibrio, in totale
coerenza con il Principio “zero”.

Non esiste invece nella trattazione tradi-
zionale un principio che postuli ’esistenza
dello stato di equilibrio e ne enunci le
variabili rilevanti, come avviene nella for-
mulazione assiomatica con il postulato

n.1 (sezione[1.2.1]).

Questa mon € un’assunzione aggiuntiva
ma discende dalle leggi della meccanica di
sistemi non-dissipativi: Eyoy di un sistema
1solato e costante.
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1.6.3 Secondo Principio

“L’entropia S di un sistema isolato
cresce nel corso di una trasformazio-
ne spontanea” |Atkins and DePaula,
2010]

Definizione di entropia:

B d‘QT’C’U

as T

1.6.4 Terzo Principio

“L’entropia di un cristallo perfetto e
nulla a 7'= 0” [Atkins and DePaula,
2010]

Nell’approccio assiomatico, come abbiamo
visto (la sezione , questa defini-
zione € una consequenza del postulato
n.2, che nella sua formulazione come
principio di massima entropia € sostan-
zialmente wuguale al Secondo Principio:
“L’entropia é massima rispetto a
qualunque variazione di un vincolo
interno”|Chandler, 1987, |Callen, |1985).
Infatti un vincolo interno e per defini-
zione una variabile che mon ha effetto
sul wvalore globale delle variabili U,V ,n,
quindi la variazione di un vincolo interno
corrisponde ad una trasformazione in un
sistema isolato.

Definizione di entropia: “Sp > S4 se B
¢ accessibile adiabaticamente da A”,
etc.

Corrisponde ad un ulteriore postulato nel-
la trattazione assiomatica: “l’entropia
dr un sistema st annulla per lo stato
in cui la derivata (%), =07 [Callen],
1985]. Tale derivata, come abbiamo visto

oS ) Vin
, € la temperatura assoluta.
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1.7 Schema riassuntivo del capitolo 1

e La termodinamica studia i trasferimenti di energia, meccanica o termica, che
avvengono in sistemi macroscopici.

e Un sistema termodinamico € un corpo macroscopico costituito da ~ 1 mol di
particelle microscopiche che obbediscono alle leggi della meccanica (classica o
quantistica)

e Un sistema termodinamico tende a raggiungere, in un tempo finito, uno stato di
equilibrio caratterizzato da un determinato valore delle variabili macroscopiche
che lo caratterizzano: {U,V,n}, dette variabili di stato [POSTULATO 1]

e La variazione infinitesima di energia totale del sistema ¢ dU = dQ + dW
[CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA (PRIMO PRINCIPIO DELLA
TERMODINAMICA)]

- dQ (calore trasferito) e dW (lavoro compiuto sul sistema) sono quantita
infinitesime, ma non sono differenziali esatti di una funzione delle variabili
di stato (o funzione di stato)

- Il lavoro espansivo-compressivo (infinitesimo) ¢ sempre espresso da

( Cﬂ/V)espamsivo = —p. dV

. 11 lavoro chimico & espresso da (@)™

= Z’i:specie chimiche /‘len’t
- Il calore trasferito ¢ definito come la variazione di energia interna meno
il lavoro: dQ = dU —dW
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Capitolo 2

Sistemi semplici

A partire da questo capitolo, analizzeremo come le leggi della termodinamica esposte
nel capitolo precedente trovano applicazione nella realta fisica.

Iniziamo da sistemi semplici: quelli ad una sola componente, che pero possono assumere
diversi stati fisici (solido, liquido, gas) e/o diverse “fasi”.

“fase”:
porzione omogenea di una sostanza, di dimensioni macroscopiche,
delimitata da una superficie (o “interfase”) ben definita

Questo tipo di sistemi e descritto da 2 variabili di stato (tipicamente, p e T'), pitt una
variabile per ogni fase, che indica la quantita di sostanza che ¢ presente in ciascuna; le
variabili sono legate tra loro e alla funzione di stato (ad es., G (T, p,n)) dall’equazione
di stato.

In pratica, dato che la o le grandezze estensive sono direttamente proporzionali alla
quantita di sostanza, non e necessario considerarne la quantita assoluta: ci si puo
riferire ad una mole, eventualmente divisa in due o piu fasi, nel qual caso e sufficiente
indicare la frazione molare di ciascuna fase:

N

rT; — —

n

con

fasi

In questo modo le variabili di stato sono 2 piu il numero di fasi meno 1. Torneremo su
questo argomento quando affronteremo la “regola delle fasi” (vedi e 3.4.1)).

Per questi sistemi semplici ci proponiamo di ricavare alcuni risultati interessanti, sia nel
caso generale, sia riferendosi a modelli per i quali sia possibile una trattazione analitica:
in particolare, al modello del cosiddetto “gas ideale”.

87
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2.1 Gas ideale

[Atkins and de Paulal [2009], chap. 1]

Un gas ideale (o “gas perfetto”) & un modello teorico di gas che, per definizione, & com-
posto da molecole prive di dimensioni e che non esercitano reciprocamente alcuna forza
attrattiva o repulsiva. Le particelle sono in movimento, e interagiscono esclusivamente
attraverso urti elastici, tra loro e con le pareti del recipiente in cui il gas e contenuto.

Le molecole del gas ideale possiedono quindi solo energia cinetica, non energia potenziale
(al netto dell’energia dovuta al campo gravitazionale che alle temperature di laboratorio
e trascurabile rispetto all’energia cinetica).

Questo modello ¢ particolarmente appropriato per i gas nobili (elementi del gruppo 18
nella tabella periodica) che formano molecole monoatomiche con atomi chimicamente
stabili, dotati di un guscio elettronico completo e compatto. Sperimentalmente si
osserva che per molti scopi puo essere trattato come gas ideale un qualunque gas formato
da molecole semplici (Oy, CO2, CHy, HyO, ...) e sufficientemente rarefatto. Le deboli
forze intermolecolari, infatti, responsabili della non-idealita del gas, si estendono su
un raggio di pochi diametri atomici, ed al disopra di una certa distanza media sono
praticamente nulle.

Del gas ideale & universalmente nota 1’equazione di stato

(1)

gas ideale

(R = costante dei gas = Nayookp = 8.31447 JK‘lmol_l) che e desunta da osservazioni
sperimentali sui gas rarefatti. L’equazione e rappresentata graficamente nello spazio
V,T,p in figura Si nota come

e a V' = cost, p e direttamente proporzionale a T’
e a p = cost, V e direttamente proporzionale a T’

e a T = cost, p € inversamente proporzionale a V'

Come si e osservato sopra, la e un’equazione di stato in forma anomala,
perché pur mettendo in relazione tre grandezze, queste non rientrano in nessuna
delle terne che costituiscono le rappresentazioni da noi descritte (tabella ; ad
esempio, alla coppia p,T" dovrebbe essere associata la funzione GG, di cui p, T sono
le variabili naturali; ed invece V' che compare nella (2.1)) e una variabile coniugata
(cfr. la e la sezione relativa). Ovviamente, V' e G non sono indipendenti,
come vedremo tra poc
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Surface
of possible
states

Pressure, p

I
Me, |/ S

Figura 2.1: la superficie rappresenta l'equazione di stato del gas ideale (da

La seconda equazione nota per il gas ideale & quella dell’energia totale (che come detto,
¢ solo cinetica) ovvero dell’energia interna del gas:

3
= —nRT
U 2nR (2.2)

gas ideale monoatomico

che e invece un risultato teorico, ricavato da un calcolo sul modello e sulla cinetica delle
particelle su un gas ideale monoatomico.

Quest’ultimo (noto anche come “teoria cinetica dei gas”) consiste nel calcolo della
pressione esercitata dal gas ideale sulle pareti in base alla variazione media della quantita
di moto delle molecole attraverso gli urti (vedi la figura [2.2)).

'Ricordiamo infatti che V' & variabile coniugata di p in G (p,T) (vedi la (1.28))

()
(9]? T,n
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Area, A

v At

_ Q.
Will
Won't | reach

reach 0 Il

Fig. 1 The model used for calculating the pressure of a per
fect gas according to the kinetic molecular theory. Here, for
clarity, we show only the x-component of the velocity (the
other two components are not changed when the molecule
collides with the wall). All molecules within the shaded area
will reach the wall in an interval At provided they are moving
towards it.

Figura 2.2: modello del gas ideale con l’impostazione del calcolo della pressione (da
\and DePaula, |2015)

Il risultato porta ad un’espressione della velocita quadratica media (vy,s) delle particelle,
che, confrontata con I'equazione di stato del gas ideale, da

2 3kgT
rms m
con
2 /2
Urms - <U >
m = massa atomica
e da

U= Ecinetica

=N (%m <112>)
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si ha

N

3

(dove si e sfruttata la relazione Nkg = nR).

Da tenere presente che il risultato ([2.2)) & valido per un gas ideale monoatomico. In
gas poliatomici occorre tenere conto del contributo a F.;, di altri gradi di liberta della
molecola. Per esempio, per un gas ideale di molecole biatomiche rigide si ha

U= gnRT

Dal punto di vista termodinamico, il fatto che U e direttamente proporzionale a T
ha importanti conseguenze. Ad esempio, indica che in un’espansione libera adiabatica
(AU =0 e Q =W =0) anche la T non cambia. In sostanza, nell’espansione libera di
un gas ideale I'adiabatica coincide con l'isoterma (AT = 0).

2.1.1 Equazione di stato del GI nelle rappresentazioni S (U, V, n)
e G(p.T,n)

Pitt in generale, il fatto di conoscere I'equazione di stato (2.1) pit un’altra relazione
-I'equazione ([2.2)- consente di ricavare il valore di tutte le funzioni termodinamiche a
partire dall’equazione fondamentale. Ad esempio, per quanto riguarda l’entropia,

'equazione ((1.12)
1 D
dS = —=dU + =dV
T i T

con l'inserimento della (2.1)) diventa

1 nik
ds = ?dU + 7(1‘/
e tramite la ([2.2))
a5 = 2" gy 4 Mgy
20U 4

da cui

3
S(U.V) = ZnRIU +nRInV +C

2.3
gas ideale monoatomico (2:3)

n = cost

Il grafico ¢ quello della figura |1.1§)).



92 CAPITOLO 2. SISTEMI SEMPLICI

Notare che questo risultato e stato ottenuto per n = cost. Se n e variabile, dS =
F+dU+E£dV —£dn e lo sviluppo ¢ diverso: come anticipato nella sezione|l.3.9} I'equazione
che si ottiene &

3 5
S(U,V,n):nR(an—|—§an—§lnn+C’) (2.4)

gas ideale monoatomico

di cui la precedente € un caso particolare.

2y. |Callen, |1985, sez 3-4, eq 3.34 (Sarebbe S (U, V,n) = nSy +nR (an + %an - %lnn + C’), ma
il primo termine pud essere inglobato nella C); cfr. anche |Gould and Tobochnik, 2010, chap.4, eq.
4.63. Questa equazione ¢ anche nota con il nome di “equazione di Sackur-Tetrode” dal nome degli
autori che la svilupparono indipendentemente nell’ambito della meccanica statistica.
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Constraint or wall

= 2 n; n,
;g —Q C()ll?%tr(aiint ;;,__,” Q
Vl VZ e Vl) sz

Figura 2.3: Copia della figura . Le energie Uy e Uy non sono vincolate, ma restano
costanti per effetto dell’equalizzazione delle due temperature (vedi testo).

Si possono scrivere forme semplificate dell’equazione di stato [2.4] in altri casi particolari.
Consideriamo nuovamente il sistema composito di cui alla sezione [I.3.6] abbiamo calcolato
il massimo dell’entropia: un gas ideale monoatomico in un contenitore rigido e isolato, con
un vincolo interno costituito da un setto diatermico mobile. Notare che i due sottosistemi
possono scambiarsi lavoro oltre che calore.

Per ciascun sotto-sistema n; ¢ costante e per la (v.

S; =R (ln‘/;—i-;)ani-f—C)

Invece, Vi e V5 possono variare, e lo stesso vale (almeno in linea di principio: vedi sotto) per
Ui e U,y, con la condizione che V =V, + V5, e U = Uy + Us.
Dato che vi e equilibrio termico tra le due camere,

To=T =T
e le rispettive energie interne sono
3
U1 = ianT
3
UQ = *TLQRT
2
da cui
o _ma
U1 - ny
e
Up+ U =U
Uy <1 + "2> U
ny
U, = UL = cost
ny + ng

Notiamo quindi il risultato (non banale) che in questa situazione U; non varia con il variare
della posizione del setto; percio il relativo termine puo essere inglobato in C'. L’entropia di
ciascun sottosistema e in definitiva

che ¢ la formula che abbiamo utilizzato nella sezione [1.3.6] per ricavare che il massimo di §

totale ¢ dato da {4 = 72. In effetti 31 = £, 72 = £%, e quindi p1 = p2, che & coerente con

il fatto che al massimo di S si ha equilibrio meccanico.
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In modo simile, dalla definizione ((1.27)) di
G=U-TS+pV

usando le (2.2) e (2.3) si ricava 'equazione di stato in forma “canonica”P}

G(T,p) = gnR(T—TlnT) +nRTInp+C

(2.5)

gas ideale monoatomico
n = cost

E facile vedere che applicando la definizione di V' come variabile coniugata di G (T, p, n)

(vedi 1a (T28))

oG
-
ap Tn
dall’ultima equazione (([2.5))), si recupera I'equazione di stato “classica’:
T nRT
p
mentre dalla
oG
S=-\ar
p,n

si recupera la (2.3)).

Inoltre dalla ([2.5)) si ricava la dipendenza di G da p a temperatura (e n) costante, che
si puo esprimere

G (pg) — G (pa) = nRT lni—j (2.6)

ed ha un’importanza primaria nella trattazione delle miscele (capitolo [3)).

2.1.2 Deviazioni dall’idealita

Il modello del Gas Ideale approssima il comportamento dei gas reali solo a bassa densita;
a densita piu alte, se ne discostano pitt o meno significativamente, a causa della presenza
di interazioni tra molecole.

L’energia potenziale di interazione tra due molecole dipende dalla loro distanza secondo
I’andamento riportato nella figura:

3cfr |Helrich| 2008 eq. 4.45: G (p, T) = [nR)] (% (T —TnT) + Tln p)
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Figura 2.4: Energia potenziale intermolecolare. La forza ¢ data dall’opposto della derivata
della funzione (da |Atkins and DePaula, 2013)

A piccole distanze prevalgono le repulsioni, a grandi distanze le attrazioni. Se la densita
e bassa le distanze medie sono grandi, e vi ¢ una debole attrazione; se e alta, la maggior
parte delle coppie di molecole si trova nella regione repulsiva. La distanza a cui I’energia
potenziale € minima puo essere presa come la distanza di contatto, ovvero la dimensione
(somma dei raggi) delle due molecole.

La deviazione dall’idealita di un gas reale si puo quantificare, per n = 1, con il rapporto

PV Vi
B RT B vm,ideale

Z

(con V,,, = volume di una mole). detto “fattore di compressibilita”, rapporto che per il
gas ideale ¢ Z =1
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Figura 2.5: Comportamento dei gas reali. A pressioni moderate, prevalgono le attrazioni
ed il volume é minore rispetto all’idealita; alle alte p prevalgono le repulsioni ed il volume é
maggiore di quello del GI. (Da |Atkins and DePaula, |2015)

2.2 Capacita termica

[Atkins and de Paula [2009], sec 2.4 e seguenti]

In sistemi reali il comportamento termodinamico del sistema, cioe la sua equazione di
stato, in genere non ¢ noto in forma analitica.

Come illustrato nel precedente capitolo, I’equazione viene costruita a partire da misu-
razioni di dati (calore e/o lavoro, temperatura, pressione, volume) che vengono inse-
rite o nell’equazione di stato direttamente, o nell’equazione fondamentale da cui per
integrazione numerica si ricava l’equazione di stato.

Una grandezza molto utilizzata e la capacita termica.

La capacita termica ¢ definita come la quantita di calore ceduta ad un sistema (v. la
figura [2.6)) per provocarne 'innalzamento di un’unita di temperatura:

_AQ

C_AT
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IETMOMEro

N

resistenza con capi collegati

/ al generatore
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campione \
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Figura 2.6: Misura di capacita termica con il calorimetro

E una grandezza che varia da sostanza a sostanza e anche a seconda della temperatura.
Per definirla piu precisamente ne consideriamo il limite per variazioni infinitesime

dQ

ar
Questo ancora dipende dalle condizioni in cui avviene il trasferimento. Se lo eseguiamo
in modo reversibile

@)  TdS
dT 4T

C = (2.7)

Adottando la rappresentazione opportuna, a seconda delle condizioni in cui si svolge la
variazione (infinitesima: & una trasformazione reversibile, o meglio quasi-statica), si ha

TdS — dU + pdV  sistema isolato {5, V'}
" | dH —Vdp sistema pressurizzato {S,p}

Qui si possono seguire due percorsi diversi, a seconda delle condizioni in cui avviene la
trasformazione:

(V =cost) (TdS), =dU
(p=rcost) (TdS),=dH
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Notare che si tratta a questo punto di due valori divers: di T'dS, misurati in condizioni
diverse; piu precisamente, e lo stesso differenziale, pero proiettato su uno degli assi di
due riferimenti divers{’} cfr. anche [Chandler| [1987], p.16.

Passando alla capacita termica nelle due trasformazioni, dall’equazione (2.7 abbiamo
nei due casi:
¢ {

Le due capacita termiche non sono quantita costanti, ma sono funzioni dello stato
termodinamico, in particolare dalla temperatura. A seconda del sistema, si possono
tuttavia considerare circa costanti in piccoli intervalli di temperatura]’]

)V =Cv
), =G

SESE

(2.8)

(
(

Esse sono legate tra loro, tramite una relazione che nel caso generale contiene il coeffi-
ciente di espansione termica « e la compressibilita isoterma mT:H

TV a?

RT

C,=Cy+

Nel caso del gas ideale, dato che U dipende solo dalla temperatura (rammentare la

(2.2)), ;

H=U+pV
=U+nRT

si ha

d (3nRT)
- dT

= gnR

4Immaginiamo di dividere il differenziale dS = %dU + £dV nelle sue due componenti ortogonali,
dSy = %dU e dSy = %dV. Ai fini della variazione di U conta solo la variazione di S a V' = cost,
dSy. Analogamente, dalla dS = %dH — %dp si ricava che ai fini della variazione di H conta solo la
variazione di S a p = cost, dS, = ~dH

Scfr. [Atkins and DePaulal, [2013, sec. 2D.3 e tab. 2D.1: le variazioni sono < 1% per grado

Sa=L (), kr=—+ (%)T; vedi [Callen! [1985], p. 86 o Chandler| [1987], p. 21-22
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e analogamente

Le capacita termiche sono proprieta estensive; in genere si lavora con quantita molari
che sono intensive

C
CV,m = —v
n
C
Com =2
percio
Cvim =3R
Com =2R
Com —Cvm =R

gas ideale monoatomico

Notiamo che €}, > Cy. Questo ¢ dovuto al fatto che per innalzare di un grado il gas
ideale a pressione costante, si deve fornire la stessa quantita di calore necessaria per
riscaldarlo di un grado a volume costante, piu il calore per farlo espandere a pressione
costante. Questo calore e esattamente R.

La capacita termica, che si misura con relativa facilita, fornisce importanti informazioni
su alcune funzioni termodinamiche. Ad esempio, dalla (2.7)), scritta come

C
dS = =dT
o T

si vede che si puo conoscere la variazione di entropia misurando la capacita termica a
varie temperature, ed integrando:

B
Sp— Sp = / %dT (2.9)
A
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Enthalpy or internal energy—»

o

Temperature, T—>

Fig. 3 The heat capacity at constant pressure is the slope of
the curve showing how the enthalpy varies with temperature;
the heat capacity at constant volume is the corresponding
slope of the internal energy curve. Note that the heat capacity
varies with temperature (in general), and that C, is greater
than C,.

Figura 2.7: Cy e C), come pendenza delle curve U (T') e H (T). Notare che H =U+pV > U
a tutte le temperature. Nel gas ideale, H — U = pV = nRT

C/T—>

Heat capacity, Cp—:-

U Ty
(a) Temperature, T —> (b) Temperature, T —>

Fig. 3 The experimental determination of the change in
entropy of a sample that has a heat capacity that varies with
temperature involves: (a) measuring the heat capacity over
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Normalmente, tra le due capacita termiche, si misura quella a pressione costante invece
che a volume costante, per ovvi motivi pratici. La differenza tra C, e Cy, comunque, ¢
rilevante solo per i gas e per poche sostanze condensate; infatti il lavoro di espansione,
che come si e detto e responsabile di questa differenza, € piccolo per solidi e liquidi.
Alcuni valori sono nella tabella di fig [2.9]

Table 2B.1
Heat capacities of common materials

Substance Heat capacity
Specific, C,./ Molar, C, ./
{JGEge) (J K" mol™)*
Air 1.01 29
Benzene, CgHgll) 1.05 136.1
Brass (Cu/Zn) 0.37
Copper, Cu(s) 0.38 24.44
Ethanol, C,H;OH(l) 2.42 111.46
Glass (Pyrex) 0.78
Granite 0.80
Marble 0.84
Polyethylene e
Stainless steel 0.51
Water, H,O(s) 2.03 37
H,O(l) 4.18 75.29
H,Olg) 2.0 33.58

* Molar heat capacities are given only for air and well-defined
pure substances; see also the Resource section.

Figura 2.9: Capacita termiche a pressione costante di alcune sostanze (da

2.3 Determinazione di grandezze termodinamiche

In questa sezione illustriamo come si ricavano le funzioni termodinamiche di un certo
sistema, a partire dall’equazione di stato per il Gas Ideale, o da misure.

2.3.1 lavoro

[Atkins and de Paulal [2009], sec 2.3]
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La variazione di energia del sistema dovuta a lavoro (d’ora in poi diremo: “il lavoro”)
di tipo espansivo-compressivo ¢ sempre

AW = —p,dV

Se svolto in modo reversibile,

AW = —pdV

Il lavoro reversibile totale da A a B &

B
(Wrev)AB — _/ pdv

che per un gas ideale ¢

B nRT
(W) up = _/ Tdv
A

gas ideale

se Ty = Ty si pud eseguire l'integrale, ricordando che [ d?""" =Inzx

v
(W) .y = —nRTIn =
Vs

gas ideale

T = cost

Ricordiamo che il lavoro non € una funzione di stato: il suo valore calcolato tra
due punti A e B dipende dal percorso fatto. Questo ¢ immediatamente evidente
nella rappresentazione sul piano (V, p) (vedi la sezione ; dato che il lavoro ¢ I'area
tra la curva p (V') e 'asse V, & chiaro che diversi percorsi corrispondono a diversi valori
del lavoro.

Ad esempio, sulla figura (2.10)) il lavoro fatto dal sistema dal punto A al punto C &
diverso se il percorso ¢ la curva a T' = cost (isoterma) AC o la successione di segmenti
AB-BC; in particolare, su AB il lavoro e nullo perché non c¢’e variazione di volume.

Cio che invece ¢ indipendente dal percorso e la differenza di valori di una funzione di
stato come U. A volte puo essere utile, per calcolare il lavoro o il calore di una certa
trasformazione quando uno dei due sia noto, calcolare la variazione di U tra A e B e
ricavare 1’altro; all’opposto, si puo ricavare la differenza di U tra due punti a partire da
quantita note di lavoro e calore riferite allo stesso percorso.
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Figura 2.10: I lavoro reversibile da A a C' — ffpdV e masurato dall’area sotto la curva
p(V), ed ¢é differente se esequito su un’isoterma p = ivTO (percorso diretto A — C') o sulla
successione A — B (“isocora”) e B — C (isobara)

esempio: una mole di gas ideale che si espande reversibilmente lungo una
isoterma

Calcoliamo i valori di @, W e AU = @ + W sui due percorsi (tutte le trasformazioni
sono eseguite in modo reversibile; 1 risultati sono riassunti in tabella [2.1)):

e in A — B mnon c’e variazione di volume, e quindi W = 0; per abbassare la pressione
il sistema cede una quantita di calore, che e uguale a

B
Q:/ CvdT:CV(TB—T)
A
(indicando Ty =T =T)
e in B — (' la pressione e costante; il calore e
c
Q:/ Cpdl' = C, (T —Tp)
B

mentre il lavoro e

C
T TS
B
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e sull’isoterma A — C sappiamo che il lavoro (gas ideale) &

C VC’
W:—/ pdV = —RT In —
A A

e In tutti i segmenti, AU = Q + W.

In particolare, sull’isobara B — C' eseguendo questa somma si ha
AUpc = C, (T —Tg) — pg (Vo — Vi)
che, usando la relazione desunta dalla legge del gas ideale
pe (Vo — V) =R(T — Tp)
diventa

AUpc = C, (T — Ty) — R(T — Tg)

- C\/ (T—TB)
(infatti C, —nR = Cy)
| | Q | W AU =Q+W |
A — B (V = cost) Cy(ITp—1T) 0 Cy (Tp—1T)
B — C (p = cost) Cp, (T —Tg) —pg (Vo — Vp) Cy (T —Tg)
A — O (T = cost) RTIn e —RTIn {£ 0
AsC 5B A _RT(ln%+1—%) RT(lng—gH—g—g) 0

Tabella 2.1: calcolo di Q, W e AU di un gas ideale sui percorsi della ﬁgum

Notare che mentre
Waspoe # Wase

(e cosi deve essere anche per il calore), per U, funzione di stato, si ha

AUppse = AUsse
=U(C)-U(4)

In particolare, sommando i valori gia ottenuti (cfr. la tabella) si ottiene
AUypc = AUy + AUpc =0

Cioe, si verifica che AU = 0 lungo una isoterma del gas ideale.

A questo risultato eravamo gia giunti considerando che per il gas ideale U = %RT.
Grazie a questa proprieta, possiamo concludere che il calore assorbito lungo 'isoterma
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¢ esattamente 'opposto del lavoro sulla stessa curva; lo abbiamo indicato tra [| in
tabella.

Il problema appena studiato ci permette di possiamo valutare le quantita @, W, e AU
relative ad un ciclo di trasformazioni, cioe ad una sequenza che termini nello stesso
stato da cui parte. Ad esempio, per il ciclo A — C' — B — A (isoterma-isobara-isocora)
si ottengono i valori riportati nell'ultima riga della tabella. Naturalmente la variazione
di U & nulla, trattandosi di un percorso chiuso, mentre il lavoro ¢ negativo (infatti la
funzione Inz+1—x < 0 per tutti gli  # 1) e di conseguenza il calore -uguale e opposto-
e positivo. Notare che “lavoro negativo” significa energia trasferita all’esterno mentre
“calore positivo” e calore assorbito dal sistema. In questo ciclo il sistema assorbe calore
e produce lavoro, cioe si comporta da macchina termica; ritorneremo, brevemente,
sulle macchine termiche nella sezione relativa .

Ci sono altri tipi di lavoro: elettrico, elastico, etc. Nella sua forma generale il lavoro
“nonespansivo” (@W') & espresso come prodotto della variazione di una grandezza
macroscopica del sistema (X) per una “forza” intensiva regolabile dall’esterno (f) ad

essa accoppiata:
aw' = f-dX

Ad esempio, per un sistema con momento magnetico dipolare I immerso in un campo
magnetico esterno B, il lavoro nonespansivo ¢ (Callen) 1985, sec 3-8)

dW' = B, -dI

Una forma particolare di lavoro nonespansivo che abbiamo incontrato fin dall’inizio
¢ il lavoro chimico ), y1;dn; nella equazione fondamentale . Notare che si tratta di
un lavoro sempre reversibile, dato che le “forze” p; non sono regolabili dall’esterno,
ma sono una proprieta del sistema (cfr. Chandler| [1987], p. 16).

2.3.2 calore

L’energia acquisita dal sistema sotto forma di calore (d’ora in poi “calore”), @, non &
funzione di stato e il suo valore dipende dal processo svolto.

In un processo infinitesimo il calore si indica con dQ); se il processo e reversibile
dQ™ =1TdS

Il calore acquisito in una trasformazione da A a B ¢

B
Qrev_/ TdS

A
_JUp—Us (V = cost)
| Hz—Ha (p = cost)
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2.3.3 Variazione di energia interna

La somma di calore e lavoro da la variazione di energia interna U:

dU =dQ +dw

Se il processo e reversibile, come abbiamo visto, i due termini a destra assumono la
forma di differenziali di variabili di stato:

dU :d' rev +d— rev
dU = TdS — pdV

In generale la variazione di U tra i due stati A e B e

B
AU = / (TdS — pdV)
A

Nel caso in cui T' = cost (isoterma) si ha in generale

AU =TAS — [ pdV
T = cost

Nel gas ideale (v. il calcolo nell’esempio sopra) la relazione precedente da AU = 0.
Come gia sottolineato, questo risultato vale rigorosamente solo per il gas ideale:

gas ideale
T = cost

2.3.4 Entalpia

Abbiamo visto sopra (1.4.5)) che la variazione di entalpia ¢ uguale al calore acquisito
dal sistema a pressione costante.

2.3.5 Variazione di entropia

Eseguiamo ora il calcolo di una variazione di entropia nel modello del gas ideale,
utilizzando la formula introdotta (2.9)).

Supponiamo di dovere risolvere il seguente problema:

“calcolare la variazione di entropia di una mole di gas ideale quando la temperatura
passa da Ty aTg”



2.3. DETERMINAZIONE DI GRANDEZZE TERMODINAMICHE 107

La prima considerazione che dobbiamo fare ¢ che cosi come viene enunciato il
problema ¢ mal posto. Bisogna conoscere il valore almeno di un’altra variabile nei
punti A e B; altrimenti i punti A e B non sono univocamente determinati.

Trattandosi di un gas ideale, per la seconda variabile oltre a T; ¢ da aspettarsi che il
problema fornisca una tra p; o V;; ovviamente, la terza variabile e data dall’equazione
di stato.

La seconda considerazione ¢ che S non ¢ funzione naturale di 7: S = S (U, V). In
generale quindi anche se conosciamo 1’equazione di stato del sistema siamo in grado di
calcolare una variazione di S rispetto a variazioni di U o V', ma non di 7. Per farlo,
dobbiamo conoscere la relazione che lega, ad esempio, U a T.

Come abbiamo visto, questa relazione ¢ la capacita termica e tramite la sua definizione
abbiamo scritto una formula, la (2.9), che definisce S direttamente in funzione di 7'

Parallelamente, nella rappresentazione tramite H = H (S, p) abbiamo una dipendenza
diretta di S da H e p, ed una relazione che lega a sua volta H a T la C,. Useremo
I'una o l'altra rappresentazione a seconda che la variazione avvenga a V' costante o a p
costante.

La terza considerazione ¢ che in un gas ideale le C'p e Cy sono costanti, e la (2.9)
ha una soluzione analitica. Lo stesso vale per quelle sostanze e per quegli intervalli di
temperatura in cui la capacita termica puo essere considerata costante.

Per ricavare la soluzione, nella ([2.9)) si sostituisce

CV:%R seVB:VA
C,=3R sepp=pa

Eseguendo l'integrale si ha

Ts
Sp—Sa=Cln—
B A n T,
quindi, nei due casi:
3 T
Sp—Sas=-Rln=2
2 Ta (2.10)
gas ideale monoatomico
V = cost
e
5 T
Sp—S4=-Rln=2
2 Ta (2.11)
gas ideale monoatomico
p = cost

Si nota che (ammettendo Tz > T4) aumento di entropia & maggiore se la trasforma-
zione ¢ a p = cost che se € a V' = cost. Infatti nel primo caso si ha sia I'aumento di
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entropia dovuto all’aumento di temperatura, come a V' = cost, sia l'aumento di entropia
dovuto all’aumento di volume. Rivedere anche la sezione [L.5.3

Il grafico di S in funzione di T ¢ riportato nella figura [2.11]

>4

C

Change in entropy, AS/

0 20 40 60 80 100
Temperature ratio, T,/ T,

Figura 2.11: variazione di S con la temperatura per un sistema a p = cost (Da|Atkins and
DePauld, 120135)

Se A e B differiscono per entrambe le variabili p, V' (la T ¢ data dall’equazione di stato)

si fa il calcolo in due passi, attraverso una temperatura intermedia Typ = pAI;/B:

1. pressione costante: pa, Va, T4 — pa, Vi, Tap

5 TA B 5 VB

Sap— Sa= —Rl = —Rl
AB A T, A
N Tap _ paAVi
(dove si & usato A2 = P )
2. volume costante: pa, Vg, Tap — pB, Vg, 1B
3 T 3
SB — SAB = —RIH—B = —Rlnzﬁ

Tap 2 pa
(dove si ¢ usato TB = p—%)

pa

Per il processo completo pa,Va,Tx — pg, Ve, Tx si ha dunque:

5 Vs 3
—S4,=—-Rln— + —Rln
Sp = Sa =g RIn g o fln o (2.12)

gas ideale monoatomico
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dove il primo termine a destra riguarda la trasformazione a p = cost ed il secondo

la trasformazione a V' = cost. Questa espressione si puo trasformare in vari modi
utilizzando 1’equazione di stato, ad esempio:

5 Ve 3 T Va
S = RInB L 2RgmmiEA
S —Sa 2RHVA+2R HTAVB
OVVero
Ve 3 Ts
—S4=RIn-Z 4 2Rm=E 2.1
S — S RnVA 2R HTA (2.13)

Pressure P

Pressure P

Pressure P

— Constant volume
— Constant temperature !
— Constant pressure

Figura 2.12: FEquazione di stato del gas ideale come superficie nello spazio p,V,T e sue
proiezioni sui piani TV, Tp, Vp. Il sistema si porta dal punto A a un secondo punto segnato

sulla superficie. In giallo un possibile punto intermedio che separa il primo tratto, a p = cost
dal secondo a V = cost

Alle stesse formule si arriva anche, direttamente, dall’equazione di stato del gas ideale
scritta in forma canonica 2.3

3
S(U,V,n) = éannU—kannV—i—C



110 CAPITOLO 2. SISTEMI SEMPLICI

da cui — "
AS = “In221n2
S nR<2 nU1+ nV1>
oppure (U = 3nRT)
3. Th Va
AS = —In—+1n—> 2.14
S nR<2@n+nVJ (2.14)
__ nRT
oppure (V' = #7=) -
AS:nR—mpﬁ—m@)
(2 T, D1
etc.

L’equazione (2.12)) ¢ valida in modo approssimato per sistemi e per intervalli in cui le
capacita termiche si possono considerare costanti:

Sp = Sa = CpmIn {2 + Cy,y In 22

[Cp.ms Cv,m ~ costanti]

Questo esempio mette in risalto una regola generale: se si vuole determinare la va-
riazione di una grandezza (es. S) in funzione di una variabile che non & una sua
variabile naturale, occorre “proiettare” questa variazione (es. dT") sul piano delle
variabili naturali della grandezza (es. U,V o H,p) e scomporla in segmenti su ciascuno
dei quali si esegue un calcolo nelle condizioni opportune: nel nostro caso, un segmento
sul piano (U, V) a V = cost, ed uno sul piano (H,p) a p = cost.

Le formule 3 sono state ricavate dividendo il processo pa, Va,Ta — ps, Vi, Ts
in due stadi, uno a p = cost e uno a V' = cost. Tuttavia, poiché¢ S & una funzione di
stato, esse hanno validita generale e possono essere utilizzate per qualunque processo che
porti dallo stato A allo stato B; ad esempio, in una trasformazione isoterma (7" = cost)
non e possibile ricavare AS dalla capacita termica come f %dT, ma dalla 0 m
si ha

gas ideale monoatomico
T = cost
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Si puo verificare, per esercizio, che a questo stesso risultato si arriva anche eseguendo la
trasformazione a T' = cost in due stadi (a cui si applicano le formule note e2.11):

e Il primo a V = cost fino alla pressione finale pp (> p4 nella figura) con riscaldamento
e aumento di temperatura fino ad un valore intermedio T4 (punto giallo nella figura):

pA, Va, Ta — pB,Va, Tap

e Il secondo a p = cost fino al volume finale Vi (< V4 nella figura) con raffreddamento

e diminuzione di temperatura fino a farla tornare dal valore intermedio T'4g a quello
iniziale, T'4:

pB,Va,Tap — pB,VB,Ta

Pressure P

Pressure P

.
Pressure P

— Constant volume H
— Constant temperature !
— Constant pressure

It

Esercizio svolto
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Variazione di entropia totale di una trasformazione a V' = cost
Un gas in un recipiente chiuso, a temperatura iniziale 74, viene immerso in un
bagno termico freddo a Tg < T4.

e qual e la temperatura del sistema all’equilibrio?
T

e Considerando costante la capacita termica del sistema, qual &
la variazione di entropia del sistema?

Abbiamo visto (eq. [2.10)) che a V' = cost

Dato che T < T4, abbiamo Sg — S4 < 0. Lo stato B e accessibile, in
accordo con il postulato n.2, perché la trasformazione del sistema avviene
in condizioni non adiabatiche.

e Qual ¢ la variazione di entropia dell’ambiente? e quella totale?
)
Tp

(ricordare che @) ¢ il calore che entra nel sistema)

Asamb —

AST = Sp — Sa+ A
Ty @

—Cyln==_- =X
CVnTA TB

il valore di ) ¢ dato da

Q= Cy (I — Ta)

Notare che se T < T4 deve essere () < 0 perché il calore ¢ perso dal
sistema (mentre @) > 0 se Ts — T4); la variazione di S totale ¢ quindi

Tp Cy(Tp—1Ty)
AST =y =B _GvUs—Ta)
v Ty
T'a Ty

—Oy (A —miA
CV(TB HTB >>0

(seque)




2.3. DETERMINAZIONE DI GRANDEZZE TERMODINAMICHE 113

(segue) Variazione di entropia totale di una trasformazione a V' = cost

e La wvariazione di S totale & positiva perché la funzione
(x —Inz — 1) > 0 ovunque tranne che per z = 1. Ad es., se Ty = 400 e
Tp =300 con Cy = %R si ha

AST = +0.57 JK 'mol ™!

N.B. Lo stesso vale se Ts > T4 (bagno caldo). Se Ty = 300 e T = 400,
AST = 4+0.47 JK 'mol™!

Il complesso sistema + ambiente e isolato, quindi la trasformazione e
accompagnata da aumento di entropia

Esercizio svolto
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Variazione di entropia in un gas ideale per una compressione a 7' =
cost
Una mole di gas ideale viene compressa a temperatura costante da 24 [ a 12 [.

e Qual e la sua variazione di entropia?

Consideriamo la variazione di entropia in un gas ideale per una
compressione a T = cost ([2.14)):

Vy
AS = Rln 22
"V

1

con Vo < Vi, quindi AS < 0. Eseguendo i calcoli:
-1 12 -1
AS =8314 JK xlnﬂ:—5.76 JK

e Qual e la variazione di entropia dell’ambiente?

Risposta: dobbiamo considerare il AS totale del sistema+ambiente. Il sistema
deve essere immerso in un bagno termico, perché se il sistema fosse isolato
termicamente

AU =0+W

:—/pedV>O

ma se fosse AU > 0 sarebbe anche AT > 0 (ricordare che nel gas ideale
U= %RT) e quindi non si potrebbe avere una compressione isoterma. In una
compressione isoterma AU = 0 e quindi Q = —W = f pe.dV < 0. In altre
parole, per mantenere costante la 7" bisogna sottrarre come calore ’energia

acquisita come lavoro, in modo da mantenere costante la U. Il calore perso e

minimo per la compressione reversibile, infatti

@ [pav < [pv -
(perché p. > p ma dV < 0), o

Vs
< RTIn—
Q< RTn

1

(seque)
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(seque) Variazione di entropia in un gas ideale per una compressione
a Tl = cost

e L’entropia dell’ambiente (che naturalmente si trova a temperatura T')
conseguentemente crescera di

Q L2
Aamb___>_ In —=
S = anl

ASY™ > 4576 JK!

e La variazione di entropia totale € positiva o negativa?

AST = AS + Agem

v, vy
>Rln— —Rln—=0
S VA 77

Abbiamo dunque (per qualunque valore di V; e V5)

AST >0

2.3.6 Energia libera di Gibbs

Abbiamo visto sopra (|1.4.5)) che la variazione di G & 'opposto della variazione di entro-
pia totale del complesso (sistema+ambiente) in condizioni di pressione e temperatura
costanti, divisa per la temperatura.

Abbiamo anche visto che nel gas ideale I'equazione di stato in funzione di G (T, p, n)
e

5
G(T,p,n) = énR(T—TlnT) +nRT'Inp+C

e che la variazione di G per T" = cost ha un’espressione semplice

AG =nRT In P2
P1
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2.3.7 Espansione libera nel GI

Abbiamo gia parlato (sezione e figura [1.9) dell’espansione libera, un processo in
cui un gas si espande contro una pressione esterna nulla, e quindi

AW = p.dV =0
(&
dU = 0 +dQ
AU =Q

Tenendo a mente ’equazione di stato, notiamo che un’ “espansione libera”, senza
ulteriori specificazioni oltre a p, = 0, non ¢ completamente determinata dal punto
di vista termodinamico: infatti il problema stabilisce il volume finale V5, ma se non
si specifica il calore scambiato non si conosce U,. Di fatto non si conosce lo stato
termodinamico “2”.

Se si conosce il calore scambiato, allora

AU:[%Q

e calcolandolo su una trasformazione reversibile si ha

2
UQ—Ul_/ TdS
1

In un’espansione libera che avviene in condizioni adiabatiche (“espansione di Joule”)
anche (Q = 0 e quindi AU =W 4+ @Q = 0.

AS di un’espansione libera adiabatica si puo calcolare in un gas ideale perché
se AU = 0 allora AT = 0 e quindi ¢ AS = Rln %, (cfr } come su un’isoterma
reversibile (che in questo caso coincide con I'adiabatica). []

2.3.8 Trasformazione isoterma

In una trasformazione isoterma, cioe¢ a 1" = cost, la variazione di energia libera si puo
ottenere dall’equazione fondamentale [1.13] ed & data in generale da

AU:i/UUS—pMQ

Tefr.  “the isothermal and adiabatic expansions of an ideal gas into a vacuum are equivalent

processes” [Physical Chemistry at LibreTexts


https://chem.libretexts.org/Bookshelves/Physical_and_Theoretical_Chemistry_Textbook_Maps/Book%3A_Thermodynamics_and_Chemical_Equilibrium_(Ellgen)/07%3A_State_Functions_and_The_First_Law/7.17%3A_Free_Expansion_of_a_Gas
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In un gas ideale U dipende solo da T' e quindi per una trasformazione isoterma AU = 0.
L’equazione dell’isoterma nel gas ideale ¢

pV =nRTy
e la curva sul piano V,p ¢
p= PoVo
V

con Ty, po, Vo valori di partenza.

2.3.9 Trasformazione adiabatica

E interessante confrontare la trasformazione isoterma del gas ideale con una trasfor-
mazione adiabatica, cioe svolta in condizioni di isolamento termico.

In generale le due trasformazioni seguono un percorso diverso (un’eccezione & costituita
dall’espansione libera, v. sopra la figura [1.9]

Infatti, se si esegue una trasformazione adiabatica a partire da uno stato pg, Vj, Tp non
abbiamo informazioni esplicite su come saranno i valori p, V,T nello stato finale; in
particolare non sappiamo quale sara il valore di 7', che invece nell’isoterma ¢ T' = Tj,.
Possiamo ricavare lo stato finale utilizzando I'’equazione fondamentale in cui si inserisca
la condizione di adiabaticita.

In un’espansione adiabatica, I’energia interna diminuisce di una quantita uguale al
lavoro compiuto contro la pressione esterna, —p.dV'; se I’adiabatica & reversibile
dU =dW"™" = —pdV
0=dQ"™" =TdS

(percio dS = 0: un’adiabatica reversibile ¢ “isoentropica”). Questa diminuzione
di U causa una diminuzione di temperatura, che ¢ data d
)

dU = —pdV
CydT = —pdV (2.15)
adiabatica reversibile

8infatti, dalla definizione ({2.8)), si ha dU = Cy-dT. Per comprendere meglio perché si usi la capacita
termica a volume costante: si trasforma la dS = %dU + £dV facendo un cambiamento di variabile da
U a T, cioe per quanto riguarda il differenziale

ou
w - () ar

La derivata parziale deve essere definita tenendo costante l’altra variabile nell’equazione,
cioe V. L’eq fondamentale diventa

1 /oU p
_ ([ Z= v
dsS = ( ) dT + =dV

1 p
— = 2
CydT + =dV
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Dunque, se dV' > 0 (espansione) allora dT" < 0.

In un’espansione isoterma, per mantenere constante la temperatura, deve essere
fornito calore al sistema, e il risultato ¢ che si ha una diminuzione di U minore (meno
negativa) dell’adiabatica

()™ = pdV

< ’(dU)adiab

espansione

e quindi in un diagramma sul piano (V,U) la curva dell'isoterma reversibile avra

pendenza (g—g) minore di quella dell’adiabatica reversibile. Per il gas ideale, come

sappiamo, la pendenza di un’isoterma nel piano (V, U)eé nulla perché dU = 0.

Con simile argomento si mostra che cosi avviene anche nel tratto di compressione.

adiabatica reversibile nel gas ideale

Dall’equazione nella forma dU = —pdV e dalle equazioni per il gas ideale p = n%

elU = %nRT si ricava la relazione tra U e V' lungo 1’adiabatica reversibile per il gas
ideale:

2
U= (Uovos) v-i
adiabatica reversibile, gas ideale

che da la forma della curva U (V') sul piano V,U come nella figura [1.10]

(2.16)

Risulta piu utile tuttavia ricavare I’adiabatica reversibile del gas ideale in funzione della
grandezza T, piu accessibile sperimentalmente, invece che in funzione di U. Sviluppando
la relativa alla trasformazione adiabatica reversibile per il gas ideale (una
mole) si ha
CVdT?T = —R% y
Cvlnz =—Rln (2.17)
adiabatica reversibile, gas ideale

L’ultima relazione lega due variabili di stato del gas ideale, T" e V; la terza, p, si
ottiene dall’equazione di stato. Dato che come abbiamo visto la curva p(V') riveste
un’importanza particolare perché permette una valutazione anche solo qualitativa del
lavoro, ricaviamo per prima questa curva in forma esplicita; successivamente calcoliamo

la forma esplicita di T(V'), riprendendo la (2.17)).

da cui ponendo dS = 0 ed eliminando T si ricava ’equazione generale dell’adiabatica

CvdT = —pdV
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andamento di p (V) (adiabatica reversibile del gas ideale)

Prendiamo la (2.17)) e dal piano (T, V') “riproiettiamola” sul piano (p, V):

Cvln%JrRln% —0 (2.18)
Cvlniﬁ +Rln¥j =0
hﬁﬁ +C%ln% ~ 0
.
()

Possiamo scriverle I'ultima uguaglianza in forma piu compatta utilizzando la definizione

Cy

= P 2.19
T=C (2.19)
da cui
szJ = 201‘/17
J— CP
T=7a

adiabatica reversibile, gas ideale
che € una nota relazione tra p e V' in due punti dell’adiabatica.

Un punto generico (p, V') rispetto ad uno stato di riferimento (pg, Vp) € dato dalla

P = po (%) - (2.20)

che puo essere confrontata (vedi la figura [2.13)) con l'isoterma

P = po (%)1 (2.21)
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/
Isotherm,
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Figura 2.13: espansione adiabatica cfr. isoterma nel gas ideale

Come si vede (tenendo conto che v > 1) nell’espansione adiabatica reversibile di
un gas ideale, come nella corrispondente isoterma, la pressione diminuisce.

I1 confronto della (2.20)) con la corrispondente (2.21)) mostra che la pendenza dell’a-
diabatica € maggiore di quella dell’isoterma anche sul piano Vp, un fatto che,
tra ’altro, ha importanti conseguenze sui cicli termodinamici delle macchine termiche.

Con semplici calcoliﬂ si puo vedere che sul piano V, p la pendenza dell’adiabatica rispetto
a quella dell’isoterma e

Padiab _ (E)H

Pisot - 4

9s . _ V.
¢ utile porre v = Vi
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e ad esempio per V =1} vale
(ﬂwm) D
/— — r}/ — —
Disot V=V 3
entrambe le pendenze sono negative).
( p g

andamento di 7'(V') (adiabatica reversibile del gas ideale)

Possiamo scrivere 'ultima relazione della (2.17)) come

T Vs
In — In—= =
CVHT1+RHV1 0
T R Vs
In=2+_—In2=0
R T2

R
PNATANCT
In—( —= =0
nﬂ(%)

T, [V, %_1
T \W1 B

o, sempre tenendo conto della definizione di vy (2.19)) da cui

_Cv+R

R

=1 N

+CV
R
1=
8 Cy

possiamo scrivere

Cp (2.22)
adiabatica reversibile, gas ideale

Analogamente al caso della pressione possiamo scrivere I’andamento della temperatura

con il volume come
AN
T=T,| — 2.23
0(%) 22
cio¢ (tenendo conto che 1 — v = —%, vedi anche la figura ) nell’espansione
adiabatica reversibile di un gas ideale la temperatura diminuisce (e viceversa

nella compressione) []

Ocfr. Physical Chemistry from LibreTexts, sec 19.6


https://chem.libretexts.org/Bookshelves/Physical_and_Theoretical_Chemistry_Textbook_Maps/Physical_Chemistry_(LibreTexts)/19%3A_The_First_Law_of_Thermodynamics/19.06%3A_The_Temperature_of_a_Gas_Decreases_in_a_Reversible_Adiabatic_Expansion
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Figura 2.14: Andamento di T /Ty in funzione di V/Vy in una trasformazione adiabatica del

gas ideale (eq.

lavoro (adiabatica del gas ideale)

Consideriamo adesso gli aspetti energetici. Il lavoro W lungo un’adiabatica e

dWw =dU
= CydT

Nel gas ideale

3
—RdT
2R

aw

To 3
W:/ —RdT
7 2

3
- §R (T2 —_ Tl)

Possiamo visualizzare il lavoro adiabatico nella figura [2.15] dove il percorso tra due
punti lungo un’adiabatica (B) & confrontato con il percorso tra gli stessi due punti, ma

lungo un’isoterma (A) piu un’isocora (C).

Come sappiamo, mentre il lavoro dipende dal percorso
Wp # Waic

per U, funzione di stato, si ha

AUB == AUA+C
= AUc
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(infatti AU4 = 0 perché A & isoterma), dunque

WB+Q/=T7V&+QC

ma
Qp = O(adiabatica)
We = 0(dV=0)
quindi
Wp =Qc
T
- / CydT
T1
3
- ER (TQ - T1>

Per un’espansione, come nella figura, si tratta di un lavoro negativo perché T, < Tj.

P1,V1,T1

a
A

P2, V2, T
B

P3, V2, T2
vV

Figura 2.15: trasformazione (A) isoterma; (B) adiabatica; (C) isocora

I principali risultati relativi alla trasformazione adiabatica e alle trasformazioni isoterma
+ isocora sono riportati nella tabella seguente:
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] Q w AU =Q+W \
A (espansione nRT In % —nRT In % 0
isoterma)
B (esp. 0 SnR (T, —Th) SnR (T, — T)
adiabatica)
C % nR (TQ — T1> 0 %n]? (TQ - Tl)
(raffreddamento
isocoro)
A+C-B nRTIn 2 + —nRTIn  — 0
%nR (T2 — Tl) %TlR (TQ — Tl)
Qa+Qc >0 Wy —Wg <0
Tabella 2.2:  Gas Ideale: walori di Q,We AU per la trasformazioni reversibili

(quasistatiche): adiabatica (B), isoterma (A) e isocora (C). Le quantita negative sono indicate

in rosso, le positive in blu.
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2.3.10 TABELLA Espressioni per le grandezze t.d. (sistemi
semplici)

‘ formula generale

| Gas Ideale (m=monoatomico) | note

Lavoro Wrev = — ff pdV V.
reversibile
(espansivo)
Calore Q™ = ff TdS = V. T = cost
scambiato T (S — Sa)
reversibilmente= Ug — Uy v. 2.3 V = cost
=Hp— Hy v.[2.3 p = cost
. AU = [(TdS — pdV) U = 2nRT(m) t. cinetica dei gas
Energia AU = [CydT v. 2.3 V = cost
Interna o
AU =TAS — [/ pdV | v.[2.3 T = cost
Entalpia AH = [ (TdS+ Vdp) | = 3nRT (m) dalla H=0U +pV
AH = [ C,dT AH = 2nRAT (m) p = cost
AH =TAS + ff Vdp | AH =0 T = cost
Capacita C= JQ;U Cvm = 3R (m)
termica Cy = (g—g)v C’pm = 2R (m)
Cp = (g_T)p
Sp—Sa= S(U,V,n) = dalla [1.12
[ kdU + [ 2V 3pRInU +nRInV +C (m) | AS, cfr[Callen| [1985]
Entropia N p.67
Sp—Sa= [PCar B v. (2-12)
N 5 fA T W(QRIHV—B—I—gBlan\(m)
SB—SA: SW@,%{Topl}) paj T = cost
1 [(UB —Uy) + ff pdV} S (Uo, Vo {Topo}) = nR1In Vl
SB—SA—fB CVdT S (U, Vo {Tip:1}) — V = cost
~ C,In 18 Ta S (Uo, Vo{Topo}) = ”R In %
(m)
= §nR In i—;
Sp— Sy, = f%dT S (U, Vi{Tipo}) — p = cost
~ CpIn 72 29 ()Uo, Vo {Topo}) = 3nRIn 7t
—nR In %
Energia dG = —=SdT + Vdp G (p, T)= generale,
libera di dG=dH —TdS — SdT | nRT (2 —3InT +1Inp) +C dall’espressione di S
Gibbs (m) e da
G=U+pV =TS
= gnRT -TS
AG =AH —-TAS G (pp) — G (pa) =nRT'In22 | T = cost
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2.3.11 TABELLA Calcolo di ), W, AU e AS in un gas ideale
per varie trasformazioni

(rev) (rev) —
| [ Q | i [ AU=Q+W | A4S
SnR(Ty —T1) SnR(Ty — T1) 3pRIn 2
isocora 2, m 0 27, m 2 T m
=3V (pz-p) " =3V (p2—p1) (m) = 3nRInk2 (m)
(V = cost)
5 3 5 V2
- anR (T2 —T1) —nR(T> — T1) SnR (T — T1) SnRIn 2
b 2" 2
(ISO ara) =3p(Va—W1) (m) =—p(Vo—V1) = 3p(Va— V1) (m) = %ann% o
p = cost
isoterma nRTIn 2 —nRTIn Y2 0 nRIn %
V1 V1 = -—nRln i—f
(T = cost)
nR (T2 —T;) InR (T2 —T%)
adiabatica 0 3 vi\ 2 (m) 3 Vi 2 (m) 0
= 3nRTy ((ﬁ) - 1) = 3nRTy (7;) _1

Tabella 2.3: calcolo di Q, W, AU e AS di un gas ideale. (m) =formula valida solo per
GI monoatomico

2.4 Cenni su macchine termiche, refrigeratori, pom-
pe di calore.

Come sappiamo, il primo impulso agli studi di termodinamica e stato dato nel XIX
secolo dalla ricerca del massimo rendimento delle macchine termiche, che inizialmente
producevano energia non per combustione, ma semplicemente per riscaldamento di un
gas, il vapore acqueo: le “macchine e vapore”. Ridotto all’essenziale, il problema era:
data una certa quantita di calore disponibile, quanto lavoro si puo ottenere
dall’espansione di un gas riscaldato?

L’esempio appena svolto (sezione [2.3.9) mostra qual ¢ I'idea che sta alla base dello
studio delle macchine termiche.

Facendo riferimento alla figura[2.15] immaginiamo di eseguire un ciclo dal punto iniziale
p1, V1,11 al punto finale p3, Vo, Ts, seguendo il percorso A poi il C, e infine il B
all’inverso.

Si svolge cioe la successione: espansione isoterma - raffreddamento isocoro - compres-
sione adiabatica.

Il bilancio energetico del ciclo e nell’ultima riga della tabella 2.2 Notiamo che

e il lavoro totale eseguito sul sistema, W = W, — Wpg ¢ negativo.

infatti entrambi Wy, Wp sono < 0 ma i loro valori assoluti (come mostra la figura)

sono |Wy| > |Wg|
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e di conseguenza (perché AU = () il calore totale trasferito al sistema ¢ posi-
tivo.

L’ambiente esterno, viceversa, ha ceduto calore al sistema ed ha acquisito
lavoro. Dunque il ciclo eseguito cosi (in senso orario) costituisce il ciclo di una
macchina termica che assorbe calore e restituisce lavoro, riportandosi al punto di
partenza.

Se si esegue il ciclo in senso inverso, cioe la successione B — (C'+ A) espansione
adiabatica - riscaldamento isocoro - compressione isoterma, si ha l'effetto opposto
sull’ambiente: da esso il sistema estrae calore a costo di un lavoro netto. Si comporta
quindi da refrigeratore.

Per una concisa spiegazione sul funzionamento di macchine termiche, frigoriferi, pompe
di calore in termini di entropia, calore, lavoro, vedi Atkins and de Paula) [2009] box 4.1

2.5 Cambiamenti di stato

[Atkins and de Paula, [2009] chap 5]

Concludiamo il capitolo sui sistemi semplici considerando la situazione in cui il sistema,
costituito da una sola sostanza, pud assumere diversi stati fisici (gas, liquido, solido -
quest’ultimo eventualmente in diverse forme, cristalline e non), sia isolati tra loro che
in porzioni diverse dello spazio (fasi) in contatto reciproco.

La termodinamica ci indica quale stato e stabile per un sistema in determinate
condizioni, e quali sono le condizioni di coesistenza di fasi diverse.

In generale il sistema si trova in condizioni di laboratorio in cui si controllano la
temperatura e pressione, percio la rappresentazione preferita sara quella basata sulla
energia libera di Gibbs G (7, p, n)ﬂ

2.5.1 Condizioni di equilibrio: il potenziale chimico u

[Atkins and de Paula, [2009, sez 5.1]
HRjcordare la sezione
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o  TPn
_—r = - |
e

5Q
| Na Ng 11—
I
| Wy
[ i _I

T,p,N
dv
I___f________:_____]
I bV I
| 3 '
| Tecocje0
I 6Q :F

X [
AN L N | * el

Figura 2.16: Una sostanza pura ripartita tra due fasi A e B che formano un sistema chiuso
(linea tratteggiata spessa) immerso in un ambiente che funge da termostato e pressostato (linea
continua molto spessa). T,p,n sono mantenuti costanti sia nell’ambiente che nel sistema
attraverso flussi di calore Q) e aggiustamenti di volume 8V . Il numero di moli totali n =
na+np € fisso. In alto: sistema vincolato rispetto alla variabile internana (connp =n—ngz)
tramite una membrana non permeabile alle molecole. In basso: alla rimozione del vincolo, si
verificano flussi di materia on fino al raggiungimento dell’equilibrio con i nuovi valori n'y, n'y.

Immaginiamo di avere una sostanza divisa in due porzioni, o sotto-sistemi, A e B
(rispettivamente a sinistra e a destra nella figura [2.16]).

Il sistema composito € mantenuto in condizioni di p, T = cost.

Sappiamo che la G del sistema composito € minima rispetto a qualunque variazione di
un vincolo interno: in questo caso il vincolo e costituito dal numero di moli di sostanza
che si trovano in A, n, (o meglio dalla sua frazione molare: in ogni caso un solo dato
¢ sufficiente, perché la restante ngp = n — ny4 ed n & costante). Supponiamo quindi di
partire da un valore di n4 di nonequilibrio e di osservare la variazione di energia libera
totale rispetto al vincolo.

La G totale e la somma di quella dei due sottosistemi, percio la variazione totale rispetto
al vincolo ¢

d(Ga+Gp)
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Scriviamo dG invece che dG, perché il vincolo interno n4 non e una variabile da cui
G'otle dipende esplicitamentd™]

In ciascun sottosistema ¢ vale ’equazione fondamentale
dG; = —=S;dT + Vidp + p;dn;
ed in questo caso, dato che p,T" = cost,
dG; = pidn;
Quindi la variazione infinitesima di GG totale rispetto al vincolo e

5(GA+GB) = padna + ppdng
= (pta — pp) dna

in cul si e tenuto conto che
dng = —dny

(ogni molecola che entra nel sottosistema B esce da A).

Se i due sottosistemi sono separati, alla rimozione del vincolo secondo il principio di
minima G (cfr. sezione [1.4.4) si avra una diminuzione della G totale:

0G <0
(a — pp)dnyg <0 (2.24)

L’ultima relazione ci dice che, se la frazione di sostanza in A aumenta, cioe
dng >0

deve essere
na < Up

e naturalmente affinché aumenti la frazione di B deve essere 'opposto. In sostanza

{dnA>O se A < B (2.25)

dng > 0 se up < Ua

ovvero

Il sistema composito tende a spostare massa verso il
sottosistema a ;. minore

12¢fr. (Chandler| [1987], p.32
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Questo fatto spiega 1'uso del termine “potenziale chimico” per pu, in analogia con quanto
detto alla sezione “Potenziali termodinamici” del primo capitolo (vedi la sezione [1.4.1)).

Il flusso di massa prosegue fino a che ¢ valida la disuguaglianza

Ricordiamo che in generale le grandezze p4, g non sono costanti ma variabili di
stato coniugate con le variabili n4, ng in G' come negli altri potenziali termodinamici,
in particolare (cfr. 'equazione (1.29))) per la fase i

0G;
(9ni Tp

E utile a questo punto osservare che in una sostanza pura p rappresenta la G molare
o G,,: essendo 'energia libera di Gibbs una quantita estensiva essa dipende in modo
lineare da n,

G = nG,,

oG
o (a_n)T,p a Gm

Il potenziale chimico in una fase di una sostanza pura e quindi una quantita intensiva
che non dipende dal numero di moli:

e dunque a T, p costanti

wi (T, p,ni) — i (T, p)

In ciascuna delle due fasi, a p e T costanti y; € costante e la differenza (s — up)
non cambia. Il flusso si arresta solo quando la fase a potenziale chimico maggiore si
esaurisce.

L’equilibrio con coesistenza delle due fasi si puo raggiungere in particolari
condizioni di p e/o T. All’equilibrio

0G =0

(Ha — pp)dna =0

e poiché questo deve avvenire per qualunque variazione infinitesima di composizione
dn 4, sia positiva che negativa, deve essere

\ pa(T,p) = pup(T,p) \ (2.26)
all’equilibrio

Nel sistema composito, all’equilibrio il potenziale chimico di due
sottosistemi (tra cui puo avvenire trasferimento di sostanza)
€ uguale.
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Nonostante che i risultati precedenti (equazioni 2.26)) siano stati ottenuti per
un sistema a p e T' costanti, e quindi in termini di G (T, p,n), alle stesse conclusioni
si giunge per un sistema isolato e a volume costante, in cui si usa la rappresentazione

in S(U,V,n) (vedi fig. [1.14). Abbiamo (cfr. I'equazione [I.18))
1
dSZ = T [dUl + pdVZ’ - ,ul-dni]

I due sottosistemi, essendo a contatto meccanico e termico, hanno stesse temperatura
e pressione T, p; per il sistema composito,

0(Sa+Sp) = % [d(Ua+Ug) +pd(Va+Vp) — (padna + ppdnp)]
Se il sistema ¢ isolato e a volume costante
d(Ua+Up)=d(Va+Vp) =0
e la variazione totale, tenendo conto che dng = —dny, ¢

T6(Sa+Sp) = —(a — pup)dny

Dato che T' > 0 sempre, se deve essere 5 > 0

—(pa — pp)dna >0
(a — pp)dna <0

L’ultima equazione ¢ la stessa della All’equilibrio, quando 65 = 0, deve essere

HA = UB

che & 1a[2.26

2.5.2 Variazione di G con la pressione

Tramite 1'equazione fondamentale per G (T, p,n) & possibile studiare la dipendenza di
G dalla pressione quando le altre variabili siano costanti. Dalla

dG = —SdT + Vdp + pdn

ponendo T, n = cost si ha

dG = Vdp (2.27)

(),
ap Tmn

>0

con
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Dato che V' > 0 per qualunque sostanza, si vede che I’energia libera di Gibbs cresce
sempre con la pressione.

L’importanza dell’equazione ([2.27)) risiede principalmente nel fatto che essa permette
di confrontare la variazione di G (p) in sistemi diversi. Ovviamente, ci si deve riferire a
quantita fisse di sostanza, e la scelta naturale e quella di considerare grandezze molari.

Ad esempio, si osserva che nelle fasi condensate (liquido e solido) il volume molare varia
molto poco con la pressione, e quindi G, cresce in modo approssimativamente lineare:

'm ~= cost
T = cost
fasi condensate
inoltre, in generale
Vm,liquido > Vm,solido
quindi la curva del liquido ha pendenza maggiore di quella del solido.
D’altra parte, per un gas
Vm,gas > Vm,liquido > Vm,solido
Nel gas ideale, dalla
dG,, = Vydp

sostituendo RT

Vin = —

p
ricaviamo la G (p) a temperatura costante:
Gm(p)=RTInp+C
T = cost (2.29)

gas ideale

Considerato il rapporto tra le pendenze, le curve dei tre stati fisici della sostanza sono
destinati ad incontrarsi in alcuni punti. In molti casi abbiamo quindi un andamento
del tipo di quello delineato qualitativamente in figura ([2.17))
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- Liquido
Solido

Energia di Gibbs molare, G, —>

Pressione, p —>

Figura 2.17: Andamento tipico di G (p) nei tre stati fisici principali di una sostanza pura,
ad una temperatura fissa T. La linea rossa indica lo stato piu stabile alle varie pressioni.

Consideriamo ora una mole di sostanza. Se tramite un vincolo essa ¢ distribuita tra
due sottosistemi di stato fisico diverso, per esempio il gas e il liquido, alla rimozione
del vincolo il sistema composito trasferira quantita di sostanza verso lo stato fisico a
potenziale chimico minore. Nella figura, a basse pressioni il sistema tendera a prendere
la forma gassosa rispetto a quella liquida che ha g pit alto. Nel punto di intersezione
tra la curva dello stato A e quella dello stato B si ha

pa = pp (2.30)

e quindi i due stati sono in equilibrio tra loro.

Nella figura ¢ indicata con la linea rossa la curva dello stato favorito, ed ¢ evidenziato
il campo delle p dove ¢ stabile rispettivamente il “g”as, il “I”iquido o il “s”olido.

Prima di procedere, una puntualizzazione sull’'uso del potenziale chimico nell’ultima
equazione, |E| In una sostanza pura p coincide con la G molare. Infatti,
G =nG,, (a p,T = cost, G dipende dalla quantita di sostanza in modo proporzionale:
¢ estensiva, come tutti i potenziali chimici), quindi

oG
= (%>T,p a Gm

Befr, |Atkins and DePau1a| ﬂ2010ﬂ, sec 5.1
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La situazione sperimentale corrispondente al grafico della figura e quella in cui
la sostanza ¢ in un contenitore rigido termostatizzato a T'. La pressione viene regolata
tramite un pistone che preme sul sistema composito; se non c¢’e vapore in equilibrio con
la fase condensata il pistone preme direttamente su quest’ultima. In queste condizioni,
a pressioni inferiori a quella di vaporizzazione a quella temperatura, p < pye, (1), la
sostanza ¢ solo gas. All'aumentare della pressione, quando p = pyq, (1) la sostanza
raggiunge la pressione del punto di intersezione tra la curva del gas e quella del liquido,
e passa dallo stato gassoso a quello liquido (condensa); per p > pyqp (T') € solo liquida.
Analogamente per quanto riguarda il passaggio da stato liquido a stato solido a p =

2.5.3 Variazione di G con la temperatura
Allo stesso modo si puo analizzare la dipendenza di GG dalla temperatura a p,n = cost.

In questo caso si ha

dG = —SdT (2.31)

8G)
=) =-s5
(37)

<0

con

Ora S > 0 per qualunque sostanza, e quindi I’energia libera di Gibbs diminuisce
sempre con la temperatura.

Per il resto, valgono approssimativamente le considerazioni fatte per G (p). Ad esempio,
si ha che nelle fasi condensate I'entropia molare varia molto poco con la temperatura,
e quindi GG, diminuisce in modo approssimativamente lineare:

S, ~ cost
G (T)~ =S, T+C
p = cost

fasi condensate

inoltre, si pud mostrard™| che per un gas ideale vale approssimativamente la stessa

MDalle espressioni riportate in 1} e nella tabella [2.3.10| si ricava

Gm(T):RT<2—ZlnT> L C

~ —;RT InT+C
=-TS,(T)+C
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relazione, dove pero S,, dipende da T

G (T)~ =5, (T)-T+C
p = cost
gas ideale

In base a considerazioni qualitative si puo affermare che ad ogni T’
Sm,gas > Sm,liquido > Sm,solido

percio la pendenza (in valore assoluto, cioe la pendenza negativa) delle tre fasi seguira
questo andamento. Per il gas ideale, nell’equazione fondamentale la dipendenza da T e
del tipo ~ T(a—InT) (vedi (2.5)) quindi sempre negativa per T sufficientemente alta’’}

Energia di Gibbs molare, G, —>

T Ty
Temperatura, T—>

Figura 2.18: Andamento tipico di G (T) nei tre stati fisici principali di una sostanza pura.
La linea rossa indica lo stato piu stabile alle varie temperature.

All’aumentare della temperatura la sostanza-tipo, incontrando i vari punti di interse-
zione tra le fasi, fonde e successivamente evapora.

Non sempre le curve di p (T") sono disposte come nella figura Se, ad esempio, la
curva del solido intercetta la curva del gas a una T piu bassa che quella del liquido,

15Pit precisamente, dalla si ottiene G (T') = %nR x T [(1 + %lnp) —1In T], chee <O per T >
exp (1 — %lnp)
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il sistema non liquefa ma sublima, cioe passa direttamente dalla fase solida a quella
gassosa, come illustrato in figura [2.19]

,Gm——;

Liquido

Energia di Gibbs’ molare

Temperatura, T —

Figura 2.19: Andamento di G (T) nei tre stati fisici principali di una sostanza pura che
sublima. La linea rossa indica lo stato piu stabile alle varie temperature. La freccia verde
evidenzia la curva del liquido, che non e mai al disotto delle altre.

2.5.4 Diagramma delle fasi e regola delle fasi

Interpolando le figure e , cioe aggiungendo a ciascuna la dimensione man-
cante (p o T'), si ottiene la variazione di G,, in funzione sia di p che di T'. Avremo cosi per
ogni stato fisico una superficie invece che una curva, come illustrato schematicamente
nella figura [2.20, Due superfici si intersecano lungo una curva che contiene tutte le
coppie T, p di coesistenza delle due fasi, e che puo essere proiettata sul piano 7', p come
curva piana p (T') (vedi figura).
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u[a’(,r;-. T

#{BJ(”?T]

a-f coexistence line

|
|
|
{4'_.«/’/ in p-T plane

ﬁ\l

Figura 2.20: Energia di Gibbs molare G,, (o potenziale chimico u) in funzione di T,p per
due fasi o, di una sostanza pura (da|Chandler, |1987)

La rappresentazione di tutte le possibili coesistenze tra fasi nel piano 7T, p costituisce il
cosiddetto diagramma delle fasi della sostanza in questione, ed ha un aspetto del tipo
di quello riportato in figura[2.21] Come detto, per ogni coppia di fasi «, 3 per la quale
¢ possibile una coesistenza il diagramma contiene una curva p,s(7"), rappresentata
dall’equazione

ta (T, p) = ps (T, p) (2.32)

In certe condizioni e in certe sostanze, le superfici del potenziale chimico di tre fasi si
incontrano in un punto 7i, py,, detto “punto triplo”

tia (T, p) = pg (T, p) = piy (T, p)

Le zone al di fuori delle curve di coesistenza corrispondono alle regioni di 7', p in cui c¢’e
una superficie y; (T, p) che si trova al disotto di tutte le altre: in quella regione la fase
¢ ha il potenziale chimico minore ed ¢ 'unica stabile.

La dimensionalita delle zone del piano ¢ dunque la seguente
e 1 sola fase: 2 variabili indipendenti, ovvero 2 gradi di liberta (p e T)

e coesistenza di 2 fasi: esiste 1 equazione del tipo della (2.32)), 1 sola variabile
indipendente, ovvero 1 grado di liberta

e coesistenza di 3 fasi: esistono 2 equazioni di coesistenza di fasi (la terza & implicita
nelle prime 2), nessuna variabile indipendente, nessun grado di liberta
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Indicando con P (“Phases”) il numero delle fasi: per P fasi coesistenti si hanno (P — 1)
equazioni quindi il numero di gradi di liberta (degrees of “F”reedom) ¢ dato da 2 (cioe
T,p) meno (P — 1) che si puo sintetizzare nella regola mnemonica

233

sistema a una componente

Questa regola € un caso particolare della cosiddetta regola delle fasi la cui forma
generale vedremo nel caso dei sistemi a pitt componenti ((3.4.1])).

o=} phase equilibria

Line ends at a “critical point™

Phase « Line at which phases y and § coexist

“Triple point™: a-f—y phase equilibria

T

Figura 2.21: Esempio di diagramma delle fasi di una sostanza (da|Chandler, |1987)

2.5.5 Equazione della curva di coesistenza di fasi (o “curva
limite”)

La curva di coesistenzam p = p(T) tra due fasi a e B & determinata da grandezze
termodinamiche proprie delle due fasi stesse.

Sappiamo che in ogni punto della curva

ta (T, p) = ps (T, p)

questa uguaglianza vale anche per una variazione dei due p dovuta a variazione di T’
e/op

dpie (T, p) = dpg (T, p)

Secondo la definizione di funzione di Gibbs molare a n costante

16ysiamo il termine “coesistenza”, adottato da molti testi al posto di “equilibrio”, per rimarcare che
non ci riferiamo ad un equilibrio qualunque, ma a quello tra due fasi



2.5. CAMBIAMENTI DI STATO 139

dpte (T,p) = —SamdT + Vo mdp
dug (T, p) = —Sgmdl + V3 mdp

da cui, uguagliando e riorganizzando,

(S@m — S%m) dT = (V@m — Va,m) dp
AS,dT = AV,,dp

(dove I'operatore A rappresenta la differenza di una grandezza tra la fase [ e
la fase «), o

@ _AS,
dT AV, (2.34)
equazione di Clausius-Clapeyron

Come si vede, la pendenza della curva p (T') dipende dal rapporto tra la differenza (tra
le due fasi) di entropia e volume molari.

In generale, nella fase ad alta temperatura, §, sia S, che V,, sono maggiori che nella
fase a bassa temperatura, a. Dunque AS,,, AV,, sono entrambi positivi e la curva p (T")
ha pendenza positiva.

L’equazione di Clausius-Clapeyron ([2.34)) presuppone che lungo la curva di coesistenza
tra le due fasi V,,,, # Vap, cosicché AV, # 0; questo avviene in molti casi (le cosiddette
transizioni di fase di primo grado) ma non sempre. In una sostanza che subisce una
transizione di primo grado, si puo rappresentare la variazione di volume in funzione
della pressione ad una certa temperatura costante 7'; ci poniamo cioe, nel diagramma
p(T) della figura , lungo una retta verticale T' = cost poco sotto il suo incrocio con la
curva o — 3 (vicino alla freccia nella figura) e saliamo aumentando gradualmente la p. 11
valore di V,, (p) in questa sostanza ha I’andamento della ﬁguram (il volume diminuisce
con 'aumento della pressione); arrivati alla pressione di coesistenza, si incontra una
discontinuita evidenziata dal salto verticale la cui altezza ¢ AV, (T).
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v

Phase o

v(‘” S —

Av(T) a-f equilibrium

v (8 __i...__ Phase g

D
p(T)

~

Solution of Clausius-Clapeyron equation

Figura 2.22:

Analogamente avviene per AS,, (T') in una transizione di primo grado.

In un punto di coesistenza di fasi (p,T), la variazione di entropia puo essere misurata
con l'analisi termica. In un tipico esperimento, a pressione fissa si raffredda lenta-
mente il campione, ad esempio liquido, con velocita di raffreddamento (assorbimento
di calore) costante; contemporaneamente si misura la temperatura. In funzione del
tempo, 1" scende pitt 0 meno linearmente (C, (1) & cost) fino a che, alla temperatura
di transizione, rimane fissa per un certo lasso di tempo. In questo intervallo, il calore
viene assorbito dall’apparecchio per compensare 1’energia rilasciata nel passaggio dalla
fase liquida alla fase solida: quest’ultima infatti ha generalmente un’energia (entalpia)
minore. Il calore assorbito, misurato dalla lunghezza del tratto costante, ¢ ’entalpia
molare di transizione AH,,; tenendo conto che AG,, = 0 = AH,, — TAS,, (vedi
I'entropia molare di transizione ¢

AS,, = = (2.35)

Se la misura viene svolta alla pressione ambiente standard SATP di 1 bar, le
grandezze di transizione assumono la qualifica di “standard” e sono indicate con il
simbolo “()”

®Ricordare che secondo la convenzione “Standard Ambient Temperature and Pressure” (SATP) i
valori di riferimento sono 7% = 298.15 K (25°C) e p? = 1 bar = 10° Pq;

N.B. 1 bar # 1 atm = 1.013 bar. Si noti anche che queste sono diverse dalle “condizioni standard
di pressione e temperatura” (STP) usate nella trattazione dei gas, che comunemente sono: T' = 0°C;
p =1 atm (fino al 1982), p = 1 bar (dal 1982) (cfr. Mills et al.|[1993| sezione “standard pressures,
molality, and concentration”);
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Standard enthalpies of transition at the transition temperature*

Substance Freezing point, T;/K A Ho/(kJ mol™) Boiling point, T,,/K A, He/(kJ mol™")

Ammonia, NHs 195.4 5.65 239.7 234

Argon, Ar 83.8 1.2 87.3 6.5

Benzene, CgHg 278.6 1059 353.2 308

Ethanol, C,HsOH 158.7 460 3515 435

Helium, He 3.5 0.02 422 0.08

Mercury, Hg 234.3 2.292 629.7 59.30

Methane, CH, 90.7 0.94 1M1.7 8.2

Methanol, CH;OH 175.2 3.16 337.2 353

Propanone, CH;COCHj; 177.8 572 3294 291

Water, H,0 273.15 6.01 373.2 40.7

. . . . .. 0 AH,@”

Tabella 2.4: Entalpie molari standard di transizione per alcune sostanze. AS,, = P

In termini di entalpia di transizione, l’equazione di Clausius-Clapeyron ([2.34)) diventa

dp AH,,

i ~ TAV, (2.36)

Questa forma dell’equazione di coesistenza di fasi ci permette alcune considerazioni:

e transizione solido-liquido: in generale, AV,, & piccolo, quindi la curva ha una
pendenza marcata

e transizione liquido-gas: in questo caso AV}, ¢ grande perché il volume del gas ¢
molto maggiore di quello del liquido. Ad esempio, a T' = 298 K il volume di una
mole di HyO liquida ¢ circa 18 em?® mentre quello del vapore ¢ 22.4 dm3. Con
I’approssimazione

AV, (lig — gas) = V,, (gas)

e ammettendo che il gas si comporti come il gas ideald"|

RT
Vin (gas) = —
(gas) p
si ha
dp  pAHpy
dl ~ RT?
d AH,
L_Zmar
P RT?
che puo essere integrata:
AH,, (T)
Inp= | ——=—=dT
np / RT?

1"Ricordare che il gas ideale, in sé, non subisce transizione di stato a liquido. Non possiede interazioni
attrattive; né volume, che potrebbe causare una condensazione puramente entropica
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e assumendo AH,, = cost nell'intervallo di temperatura considerato:

AH
Inp=—->"
np =T +C
AHpm,
p(T)=C'e” w1 (2.37)
transizione lig-gas
gas ideale
AH,, = cost

La pressione di un vapore in equilibrio con la sua fase condensata ¢ detta pres-
sione di vaporeEl. Le equazioni precedenti forniscono la pressione di vapore di
una sostanza in funzione della temperatura.

1000
900
— Diethyl ether
S 800 (CH;CH,OCH,CH,)
Normal boiling point )
I
£ 700 (1 atm) Bromine (Br,)
= —— Ethanol
o 600 (CH;CH,OH)
§ 500 —— Water (H,0)
wvi
[} n-Octane
Q 0 [CH3(CH,)4CH;]
8_ 300 —— Ethylene glycol
© (HOCH,CH,OH)
= 200
—— Mercury (Hg)
100
0

=100 =50 O 50 100 150 200 250 300 350 400
Temperature (°C)

Figura 2.23: Pressione di vapore di alcuni liquidi in funzione della temperatura. Il liquido

bolle alla T in cut p = 1 atm, o comunque ¢ uguale alla pressione ambiente. |Chieh and

\Censullo [2024)

La prima delle ha la forma lnp = A — % che consente una semplice misura grafica
di AH,, su un diagramma logaritmico.

4

18Gi definisce generalmente “vapore” ad una certa temperatura un gas che puod essere liquefatto
per semplice compressione; ad esempio, a temperatura standard la fase gassosa dell’acqua & un
vapore, mentre quella dell’ossigeno € un puro gas (cfr. [Atkins and de Paula) 2009 sec. 1.10 “Critical
temperature”)
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6.63 —
=)
L
=
E
o
£
1.83 —
| |
0.0027 T/T(K") 0.0037
AH_ .+ Enthalpy of vaporization R: Universal gas constant
Figura 2.24: Diagramma dell’equazione Inp = —A“’Rﬂ;ﬁH + C e calcolo di AyapH
Vapour pressure*
Substance A B/K Temperature range (°C)
Benzene, CgHgll) 7.0871 1785 0to+42
6.7795 1687 42 to 100
Hexane, CsH;4(1) 6.849 1655 -10 to +90
Methanol, CH;OH(l) 7.927 2002 -10to+80
Methylbenzene, CzHgCH,(l) 7.455 2047 -92to+15
Phosphorus, P,(s, white) 8.776 3297 20to 44
Sulfur trioxide, SO4(l) 9.147 2269 24t048
Tetrachloromethane, CCl,(I) 7.129 1771 -19to0+20

* Aand B are the constants in the expression log(p/kPa) = A— B/T.

Tabella 2.5:  parametri dell’equazione della pressione di vapore in funzione della
temperatura, per alcune sostanze

Esercizio svolto
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[figura da (Commons| [2024]]

In una pentola a pressione 'acqua raggiunge la temperatura di 120°C'; sapendo che
AyopH (HyO) = 40.7 kJ/mol, qual & la sua pressione?
Risposta:

e Usiamo l'equazione di Clausius-Clapeyron [2.37] integrata tra due temperature,

ToeT
P AvpH (11
In £ = Zve (-
Po R T T()

usando come riferimento il punto di ebollizione dell’acqua a pressione ambiente:
po=1atm, Ty =373 K

e ponendo ora T'= 393 K si ha

wP 40.7 kJ/mol 11
1 831 J/mol K \393 K 373K
4.07 - 10* »
= 0.668

p/atm = exp (0.668)

p =[1.95 atm|
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NOTA: Questa ¢, in realta, la pressione parziale dell’acqua nella fase vapore (vedi sezione
. Per un calcolo preciso della pressione nella pentola si deve tenere conto anche della
pressione parziale dell’aria. L’aria ¢ composta al ~ 78 % da azoto, che a queste pressioni e
temperature non ¢ in equilibrio col liquido (quindi non si puo applicare la legge di Raoult
illustrata alla sec. non c'¢ azoto liquido miscelato ad acqua liquida). La pressione
dell’azoto ¢ quella del gas puro, che puo essere bene approssimata da quella del gas ideale;
quando chiudo la pentola, a 298 K e 1 atm, la pressione dell’acqua ¢ (dalla equazione di
Clausius-Clapeyron)

Pw = 3.72 kPa
e quella dell’azoto
py = 101.3 — 3.7 =97.6 kPa

La stessa quantita di azoto a 373 K avra pressione (gas ideale)

373

=203 97.6 = 122 kPa = 1.21 atm

DN

Quindi la pressione totale, somma delle pressioni parziali di acqua e aria, ¢ 1.95 + 1.21 =
3.16 atm

2.5.6 Punti caratteristici nel diagramma delle fasi: punto cri-
tico e diagramma dell’acqua

Un aspetto importante del diagramma delle fasi e la presenza di punti critici. Nel
diagramma-tipo della figura [2.21] la curva di coesistenza o — 3 si interrompe ad un
certo punto: cio indica che sopra le corrispondenti 7', p non vi € piu una coesistenza
delle due fasi, ad esempio liquido e gas, ma un’unica fase “fluida”.

Possiamo seguire l'insorgere di un punto critico in un diagramma come quello della
figura dove si siano scambiati gli assi per ottenere una curva di p (V) alla
temperatura esaminata. Una curva di questo tipo € quella indicata con ABCDEF
nella figura [2.25} se abbiamo un gas in A e aumentiamo la pressione il suo volume
diminuisce (punto B), fino al punto C che corrisponde alla pressione di transizione
alla temperatura data (20 °C nella figura), dopodiché diminuisce a pressione costante
durante la condensazione (a liquido o solido) nel tratto CDE. Nel punto E la sostanza
e passata completamente allo stato condensato e il volume riprende a diminuire con
piccoli aumenti di pressione.

Se si esegue lo stesso ciclo ad una temperatura piu alta, l'intervallo di condensazione
analogo a CDE si riduce e le due fasi tendono ad assumere caratteristiche fisiche sempre
piu simili; finché ad una certa temperatura (detta appunto “critica”) la distinzione tra le
due fasi scompare, non vi e piu superficie di separazione: a temperature superiori a
quella critica non e piu possibile condensare il gas aumentando la pressione.
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140
120
100
\_-40°C _ Punto critico
g 8of N 31.04°C (T)
©
2 60 _141320.°C
40 % :
20 s s
0
0 0,2 0,4 0,6
V. /(dm® mol™)
Figura 1.13

Le isoterme sperimentali dell‘anidride carbonica a diverse
temperature. L'isoterma critica si situa a 31,04 °C.

Figura 2.25:

La figura [2.26] riporta il diagramma delle fasi tipico di una sostanza che pud assumere
tre stati: gas, liquido e solido. Normalmente, a causa della pendenza della curva
liquido/solido, il liquido ha un campo di esistenza limitato, e puo esistere solo sopra
la temperatura del punto triplo e sotto quella del punto critico. Ad esempio, il punto
triplo della COs si trova a 217 K e 5 bar; sotto questa pressione la fase liquida non ¢
stabile, e il solido riscaldandosi si converte direttamente in gas (sublima).
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Pressure, p ——

1 atm

Solid

Critical
Normal point
freezing Liquid
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Temperature, T—>

Figura 2.26: Punti caratteristici in un diagramma di fasi
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L’acqua costituisce un’importante eccezione, perché la pendenza della curva li-
quido/solido, data dall’equazione di Clausius-Clapeyron , € negativa; cio non
dipende dal segno di Ag,sH che & positivo (vedi la tabella ma da quello di A, V.
Infatti, come ¢ noto anche dall’esperienza quotidiana, la densita del solido (ghiaccio)
e minore di quella del liquido, un fatto che e all’origine di un insieme di fenomeni
di importanza pratica: il ghiaccio galleggia sull’acqua, quando 'acqua congela in un
contenitore chiuso questo scoppia, etc. L’effetto della pendenza negativa e che e possibile
ottenere acqua allo stato liquido in un largo intervallo di temperatura anche sotto lo
0°C applicando pressioni superiori a 1 atm: anche questo e un fatto noto, e spiega
come mai con una forte pressione (per esempio quella esercitata dalla lama dei pattini)
si riesce a portare il ghiaccio a fondere e la lama a penetrarvi.
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Temperature
0K 50K 100K 150K 200K 250K 300K 350K 400K 450K 500K 550K 600K 650K 700K 750K
17 4 ( ( ‘ : : ‘ ( : ‘ { : ‘ : K vibar
100 GPar 1 Mbar
10 GPar| //,Nokbar
1GPar] / 10 kbar
100 MPar Critical point 11 kbar
H H H 647 K, 22.064 MPa
Solid Liquid '
10 MPaT [100 bar
()
-
=}
q 1vper] 110 bar
[}
)
[-§
100 kPar - - e = 1bar
Freezing point at 1 atm Boiling point at 1 atm
273.15 K, 101.325 kPa 373.15 K, 101.325 kPa
10 kPa 100 mbar
1kPar 10 mbar
Solid/Liquid/Gas triple point
273.16 K, 611.657 Pa
100 Par G 1 mbar
10Pa 100 pbar

104b
250°C 200°C 150°C 100°C 50°C 0°C 50°C 100°C 150°C 200°C 250°C 300°C 350°C 400°C 450°C "o

Figura 2.27: diagramma delle fasi dell’acqua (da wikipedia)

2.5.7 Altre grandezze termodinamiche in fasi diverse; entalpia
e entropia di transizione

Analogamente a quanto accade per (G, anche altre grandezze termodinamiche hanno
andamenti diversi in fasi diverse e cosi la loro differenza tra due fasi. Consideriamo ad
esempio la dipendenza dalla temperatura dell’entalpia di una sostanza nelle fasi a e :

H,(T)=H,(Ty) + /T Cpo (T) dT

Hy (T) = Hy (Ty) + / Cys (T) dT

La differenza di entalpia tra le due fasi e

T
AH (T) = AH (Ty) + AC, (T)dT
To
p = cost
dove per semplicita si € posto
AH =Hgz—-H,

AC, = Cpg — Cpq
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Una formula come la precedente riguarda ad esempio la variazione di entalpia corri-
spondente ad una fusione (o in breve “entalpia di fusione”) dove § ¢ la fase liquida e
a quella solida; a pressione costante, I’entalpia di fusione alla temperatura 7' si puo
ricavare dalla stessa grandezza a Tj:

T
Bguetl (1) = A (T + | AC, (1)

To
p = cost

e ammettendo che le capacita termiche siano costanti

ApusH (T) = A H (Ty) + AC, x (T — Tp)
p = cost

Cp.sol, Cp iig = cost
(questo risultato corrisponde alla legge di Kirchhoff per le reazion, vedi avanti).

In modo del tutto analogo si ottiene ’andamento dell’entropia di fusione con la
temperatura:

T AC (T
ApusS (T) = AgysS (T0)+/ L()dT

rn T
T
~ AquS (T()) + ACP In —
To

p = cost

In molti casi si e interessati all’andamento dell’entropia di una sostanza in funzione
della temperatura, con il laboratorio mantenuto a pressione standard (cfr. , in
un intervallo di temperature che contiene una transizione di fase. Se ad esempio la
sostanza a p = 1 bar fonde alla temperatura 7%, la sua variazione di entropia tra le due
temperature Ty < Ty eTp > Ty ¢
T C sol s C Ui
Siiqg (T) = Sso1 (T'a) + / pT’dT + ApysS (Th) + / %dT (2.38)

T4 Ty

Si puo usare la condizione che alla temperatura di fusione (per la pressione standard)
le due fasi sono in equilibrio

Ga(Ty) = G (Ty) = 0= ApusH (T5) = TrAgusS (T§)
quindi
AgusH (T§)
Ty
Questo valore si puo sostituire nella In generale, per calcolare la variazione con

la T" dell’entropia di una sostanza che alla temperatura di transizione 7}, passa dalla
fase « alla fase 3 si deve tener conto

ApusS (Ty) =
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e della variazione nella fase o dalla T iniziale fino alla Ty,
e della variazione alla transizione o — [3

e della variazione nella fase 3 dalla T}, fino alla T finale

La variazione totale di entropia lungo tutto I’arco delle temperature ¢ quindi

Trus Crsolido (T) A H Tyap Clz’q (T) A H T C9as (T)
S(T)=S(0 P dT + —Lu P AT + =2 P47
(1) <>+/0 ot Sty [ SRy Sty [
(2.39)

come illustrato in figura.

approximation
Melts
/ Boils

Debye

QJTiTiS

TA._HIT,

— vap

_éfusH/-rf

Figura 2.28: Calcolo di S (T') lungo un arco di temperature che comprende anche transizioni
di stato
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2.5.8 riassunto: cambiamenti di stato in sistema semplice




Capitolo 3

Miscele

[Atkins and de Paula, [2009], chap. 6]

Con il termine “miscela” ci riferiamo qui alle miscele omogenee: sostanze che pur
risultando dal mescolamento di due o piu sostanze pure possiedono (come le loro
componenti pure) proprieta macroscopiche costanti in tutta la loro estensione.

Quando due sostanze pure si mescolano, presentano proprieta che possono non essere
la semplice somma delle proprieta dei due componenti.

Esempio: 1 mol di H,O a 25°C ha un volume di ~ 18 ¢m?, mentre 1 mol di etanolo
ha un volume di ~ 58 em?®. Ad una composizione 50% molare dell'una nell’altro, la
soluzione omogenea che si forma ha le dimensioni di ~ 74.5 em? e non di 18 + 58 =76
come risulterebbe dalla semplice somma dei volumi.

La ragione di cio ¢ che le proprieta strutturali e dinamiche delle molecole della sostanza,
che sono all’origine delle grandezze macroscopiche, cambiano a seconda dell’intorno.
Una molecola di HyO circondata da un misto di molecole HyO ed etanolo non si
comporta nello stesso modo che se fosse circondata solo da altre molecole di acqua.

3.1 Quantita molari parziali

Consideriamo grandezze estensive, come V,U, S, ..., in una miscela. Una grandezza
molare parziale della componente A di una miscela e il contributo che 1 mol di A da
al valore totale della grandezza nella miscela. Si misura aggiungendo una mole di A ad
una quantita molto superiore di A+ B (in modo tale da non variarne la composizione),
e annotando la variazione della grandezza in questione.

Formalmente, la grandezza molare parziale X, e definita nella rappresentazione in
G (T,p,n) come
0X
Xam = () (31)
871 A T,PJL]‘;&A

153
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da cui si ottieneEI, per esempio per una miscela di A e B,
X = nAXAm + nBXB,m (32)

Nell’esempio precedente, Vir,o = 17.5 cm3mol™t e Vi ianoto = 57 cm>mol 1

L =7
5 o3
< T o
E 18 (@] 3
o )
@ =g
O =
E T 35
S g 3c
— o 3
S 16 T
5] g — o
Ex o
&0 =
=T o]
eS 3
14 )
52
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Mole fraction of ethanol, x(CZHSOH)
([ ]] [ [[]] [ 111} [ 1] [ [[]] (1]
i [ 11T ] ] i L[]
111 | [ ] || ] mn mn
] (1] 11 ] i e
[ [1]] mn [ [ []] [1[1] [ 1]

Figura 3.1: Volumi molari parziali di HoO e etanolo a 25°C' (notare le differenti scale)

Atkins and DePaulal, 2010} sezione 5.1 “Partial molar quantities”. La derivazione dell’equazione|3.2]
non ¢ immediata, perché dalla precedente discende direttamente solo la relazione tra i differenziali:
dX = XA mdna + Xp mdnp; tuttavia -e la sostanza della dimostrazione- se effettuiamo le successive
variazioni dn 4, dnp in modo da non modificare in nessun punto la composizione iniziale della miscela
(na0,npo), la variazione totale

nao+na npo+np
AX 2/ XA7md7’LA +/ XB,mdnB
A0 n

BO
— Xan [ dna+ Xon [ dns
= XA,mnA + XB,mnB

perché X 4., e Xp.,, non cambiano. Ma dato che X & una funzione di stato, X4 ,na + Xpmnp €
anche il valore di X in una miscela di n4 molecole di A e np di B preparata da sé, non come aggiunta

ad una miscela n 49, npg. Vedi anche 1987, p.23
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Il concetto di grandezza parziale e stato coniato in tempi abbastanza lontani, nella
forma della pressione parziale esercitata da un gas in una miscela: Dalton (1801)
formulo una legge secondo la quale

in una miscela di gas noninteragenti la pressione totale e la somma delle
pressioni che eserciterebbe ciascun gas se occupasse da solo lo stesso volume:

D=D1+Dp2+ ..
Per gas ideali
. anT
L=
e considerando che la pressione totale e
_ nRT
P="y

n=mn;+ne+...
si ha
(33)

Notare tuttavia che per la pressione, che € una grandezza intensiva e non estensiva, non
esiste una definizione di grandezza molare parziale.

3.1.1 Potenziale chimico

La quantita molare parziale di maggior interesse ai nostri fini e I’energia libera di Gibbs.
Per una miscela di A e B dalla definizione di G (cfr. eq. [1.28)) abbiamo

dG = =SdT + Vdp + padna + ppdng

(%6
e N

Dal confronto con la definizione di quantita molare parziale (eq. [3.1)) ¢ evidente che p4
e la G molare parziale di A.

dove

GA,m = kA

e (si veda la

G =naps+nppp

Per completezza e precisione, notiamo che, dato che il termine 4+ - dn compare anche
negli altri potenziali chimici U,H, esso e anche il valore molare parziale di U e di H:

(v
na = Ona .
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In sostanza, il potenziale chimico rappresenta la “forza” termodinamica ac-
coppiata con la variazione della composizione chimica del sistema (variazione
realizzatasi a seguito di un qualche processo come scambio con ambiente, cambiamento
di fase, reazione chimica, od altro), a parita delle altre variabili naturali del
potenziale termodinamico considerato. A differenza della sostanza pura, in una
miscela il potenziale chimico di una componente in una fase in generale non & costante
ma dipende dalle quantita ny4 e ng

Nel caso della U (S,V,n), a S e V costanti si ha

S,V = cost

Mentre in generale

dU = TdS — pdV + > pdn;

:dQTev +d rev + Z [,le’I'LZ

— QT’@’U +d rev +dW/
dove abbiamo indicato ), p;dn; come dW’, il lavoro non-espansivo (non- pdV)
accumulato nel sistema a causa di un cambiamento di composizione.
Nel caso della G (T, p,n), a T e p costanti

p, T = cost

Per il criterio di minimo dell’energia libera (e degli altri potenziali termodinamici),
come nel caso di una sostanza pura in due fasi (sezione , per trasferimenti di
massa interni, una componente che ha il potenziale chimico piu alto tende a
trasferire massa verso quella che lo ha minore. Dunque p; ¢ una misura della
reattivita della specie chimica .

3.1.2 Potenziale chimico di un componente gassoso

Abbiamo visto che nel gas ideale (puro), ad una determinata temperatura 7', la varia-
zione di G con la pressione((2.6) ¢ data dalla relazione

G (p) — G (po) = nRTlnp£
0

Se ci riferiamo ad una mole a pressione standard ([2.5.5))

G (p) = G, + RTIn -
p
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In una miscela, se interpretiamo p come la pressione parziale di ciascuna componente,
abbiamo

— 0 pa
pa = p% + RTn o

(3.4)

gas ideale

dove ;ﬂj, ¢ il potenziale chimico standard del gas A.

Il significato di questa equazione ¢ semplicemente che il potenziale chimico di un gas
in una miscela cresce con la sua pressione parziale. Tenendo a mente il principio
che il sistema, al rimuoversi di un vincolo, tende a portarsi verso il sottosistema a
{ minore questo indica, in modo molto generale, che la componente A di una
miscela diventa piu “attiva verso il cambiamento” del sistema con il crescere della sua
abbondanza, un po’ come l'aumento dell’energia potenziale di un corpo ne aumenta
l'inclinazione a fornire lavoro (cfr. |Atkins and de Paula, 2009 sec 6.1).

Per semplicita di notazione adotteremo la convenzione che quando non sia necessario

diversamente al posto di z—g‘ scriveremo semplicemente p 4

A

Dba
5 " Pa
A

Questo non dovrebbe generale confusione in espressioni tipo "Inp4” perché I’argomento
della funzione logaritmo deve essere sempre privo di dimensioni, per cui il significato di
P4 come ’;—6‘ e in qualche modo scontato.

L’andamento dell’equazione
pia =% + RTInpy

¢ illustrato nella figura , per diversi valori del prodotto RT. Per py = 1 (cioe, 25 = 1)
il logaritmo e nullo, percio

iS]

fta(pa=1) =%
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i3
J

/

Chemical potential, u, -

0 1 2 3 4 5
Partial pressure, p/p®

Figura 3.2: andamento del potenziale chimico del componente j di una miscela di gas in
funzione della pressione, per diversi valori di RT (curve in colore)

3.2 Termodinamica del mescolamento

Studiamo una miscela di 2 componenti, A e B, entrambe distribuite in due fasi, liquido
e gas. Nel liquido avremo, ad esempio, una soluzione di etanolo e acqua; nel vapore i
due gas relativi, ciascuno con la propria pressione parziale.

Innanzitutto, con un ragionamento in tutto simile a quello svolto nel capitolo prece-
dente per una sostanza pura (sezione , possiamo affermare che all’equilibrio, il
potenziale chimico di un componente j € lo stesso in tutte le fasi in cui esso

si trova:
0=dG = (p; (9) — p; (1))dn;

Quindi all’equilibrio
1 (g) = p; (1) (3.5)

3.2.1 Miscele di gas

Consideriamo per ora la sola fase gassosa. Vogliamo verificare che effettivamente i due
gas si mescolano esaminando la variazione di G che avviene a seguito del mescolamento.
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Se la pressione del sistema totale ¢ p e imponiamo il vincolo che A e B si trovino in due
porzioni separate, entrambi alla pressione p, 'energia libera di Gibbs totale e

G =napa+npip
=n4 (uY + RT Inp) +np (u + RT Inp)

L’ipotesi ¢ che quando rimuoviamo il vincolo i due gas vadano ad occupare l'intero
volume, e quindi in base alla legge di Dalton ([3.3) assumano la pressione p; = x;p (vedi
la figura ; vogliamo mostrare che questo ¢ in accordo con il principio di minimo di
G che stabilisce che alla rimozione del vincolo la G del sistema totale deve diminuire.

0 ao®
o © o

o o

0 n, p, T 0
(a) © © (b)0 ©

o
©

Figura 3.3: Mescolamento di due gas

Se i gas si mescolano, il loro potenziale chimico diminuisce. Infatti, dopo il mescola-
mento:
G'=na (0 + RTInp,) +np (1% + RT Inpy)

Dunque la “G di mescolamento”, A,,:,G, €

NG =G -G

=Ny (RTIH&> +ng (RTln@)
p p
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ed usando le frazioni molari x;

si ottiene

ApizG =nRT (xalnxy + zplnep)
gas ideali

(3.6)

Dal precedente risultato vediamo che, dato che ogni z; < 1,
ApizG <0

per qualunque valore di z;.

Abbiamo dunque verificato che il mescolamento di due gas & sempre favorito termodi-

namicamente. Il valore di A,,;,G € riportato in figura in funzione di x4 (ricordare
che zp =1—1x4)

0
I~
iy
=
)

£-0.2
<
o
o
S

g 0.4
Y
®]
>
>
[b)

S -0.6
7]
ie]
2
(G]

-0.8

0 0.5 1

Mole fraction of A, x,

Figura 3.4: FEnergia libera di mescolamento di due gas

3.2.2 Miscela di due liquidi in equilibrio coi relativi vapori

Consideriamo ora la soluzione A+B in equilibrio con il suo vapore. In una soluzione
ideale vale la seguente legge di Raoult:
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In una miscela liquida ad una data temperatura, la pressione parziale di
ciascuna componente e proporzionale alla sua frazione molare e alla sua

pressione di vapore del liquido puro

Indicando con pj la pressione di vapore di j puro:

Pj = %;p;
soluzioni ideali
legge di Raoult

*
Ps —— | P=p,t+ D
I *
Pa
< Ps
o
-
wn
wn
L
o ><

0 0.5 1
Mole fraction of A, x,

Figura 3.5: Legge di Raoult

La pressione totale e

p=Dpa+DpB
= xApy + TBPR
= x4 (P4 — Pp) +0p

161

(3.7)

(3.8)

Come si vede anche dalla figura p ha un andamento rettilineo se rappresentata in

funzione della frazione molare del liquido, x 4.
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Notare che la composizione del vapore e diversa da quella del liquido. Indicando le
frazioni molari del vapore con y;, ad esempio in una miscela bicomponente si ha

PA
Yya = —
p
TAPY + TBDE
(6]
a4 = a:ApZ
ra (Pl — Pp) + 05 (3.10)

soluzioni ideali

da cui discende che y4 = x4 solo se p*y = pj (quindi, in una “miscela” di due componenti
identici!). Ad esempio, in figura|3.5|si vede che quando x4 = zg = 0.5, le frazioni molari
nel vapore, ovvero le pressioni parziali (date dai segmenti verticali), non sono uguali.

L’espressione della pressione totale in funzione della frazione molare del vapore y, si
puo ricavare sostituendo nella I'espressione di x4 = x4 (ya) ottenuta dalla

*
TA = %. Si ha
pAfyA(pApr)

PaPB
Pa—ya(Pi — Ph)
Questa funzione non e rettilinea. La figura seguente riporta su uno stesso diagramma la
pressione totale in funzione della frazione molare del liquido e del vapore; ad una data
pressione (ordinata del segmento orizzontale tratteggiato) le composizioni del liquido e
del vapore sono indicate dalle ascisse degli estremi del segmento

p:
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P A AP

o

XB yB 1

composition [mole fraction] B

Figura 3.6: Pressione totale di una soluzione ideale in funzione della composizione del
liquido (xp, rosso) e del vapore (yp, celeste). I punti segnati corrispondono ad una certa
pressione, data dall’ordinata del segmento orizzontale. Notare che T = cost.

In generale, come e da attendersi, la frazione molare della sostanza piu volatile e piu
alta nel vapore che nel liquido.ﬂ

Le soluzioni hanno un comportamento vicino a quello della legge di Raoult quando
le molecole di A e B hanno struttura simile e le interazioni A-A, A-B e B-B sono
comparabili.

Nella realta si verificano deviazioni significative dal comportamento ideale. Un esempio

¢ nella figura [3.7]

2Infatti: supponiamo che la sostanza piu volatile sia A, quindi p% > p. Dalla usando z4 <1
abbiamo

P
YA 2 TA T T
(P —pR) + 05
YA > TA
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Figura 3.7: Soluzione reale: CSq e acetone (propanone)
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Esercizio svolto

Calculate the mole fraction in the vapor phase of a liquid solution composed of 67% of toluene (A) and 33% of benzene (B), given the vapor pressures of the
pure substances: P; = 0.03 bar, and P}“3 = 0.10 bar.

Answer

The data available for the systems are summarized as follows:

xa = 0.67 xp = 033
P% = 0.03 bar P3 = 0.10 b
A . B A (13.1.2)
PTDT :-’)
va = ¥o =

The total pressure of the vapors can be calculated combining Dalton’s and Roult's laws:

Pror = Pa + Pg = x5 P} + xp Py
=0.67-0.03 +0.33 - 0.10 (13-1.3)
= 0.02 + 0.03 = 0.05 bar

We can then calculate the mole fraction of the components in the vapor phase as:

_ P _ P
W= Pror = Pror (13.14)
o _003 o
AT 00 T =005 T

Notice how the mole fraction of toluene is much higher in the liquid phase, x, = 0.67, than in the vapor phase, y, = 0.40.

(da [Peveratil, 2024)

Esprimiamo ora il potenziale chimico della componente A in soluzione, tenendo conto
che esso ¢ uguale al p della stessa componente nel gas (ricordare ’equazione |3.5)):

pa (1) = pa(g)
= 1% (9) + RT Inp,
= 4y (9) + RT In (z.ap%)
= 4% (9) + RTIn (p,) + RTInz,

dove al secondo passaggio abbiamo usato la legge di Raoult (3.7]). Notiamo che i primi
due termini sono il potenziale chimico del liquido puro, p% (1); infatti nella sostanza
pura

Quindi il potenziale chimico di A nel liquido, in una soluzione ideale, si puo scrivere

pa(l) =ph (1) + Rl Inxy
soluzione ideale

(3.11)

Vediamo che (dato che la frazione molare x4 < 1) il potenziale chimico di un liquido
in una miscela ideale € sempre minore di quello del liquido puro. In altre parole, la
miscela ¢ sempre favorita rispetto ai componenti separati (il sistema vincolato).
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Nelle soluzioni che si discostano dall’idealita si usa scrivere un’equazione formalmente
simile alla precedente, dove al posto della frazione molare z; si usa la “attivita”, a;

pa(l) =y () + RTInay
soluzione reale

(3.12)

dove questa ¢ di fatto una definizione della grandezza attivita.

Non sfuggira la somiglianza della con la formula del potenziale chimico di una,
componente in una miscela di gas ideali, eq. . Grazie a questa perfetta analogia, se,
analogamente a quanto fatto nelle miscele di gas, valutiamo il A,,;,G di due liquidi in
soluzione, a partire dal potenziale chimico delle soluzioni ideali, si puo vedere facilmente
che si arriva ad un’espressione formalmente identica alla (3.6]):

ApizG =nRT (xalnxy + zplneg)
soluzioni ideali

3.2.3 Entalpia ed entropia di mescolamento

E possibile definire altre funzioni termodinamiche di mescolamento, in analogia a quanto
fatto per la G, come la differenza tra il valore della miscela e la somma di quelli dei
componenti puri nelle stesse condizioni di T" e p.

Facendo le opportune sostituzioni dei valori dell’entropia nella miscela e nella somma

dei componenti puri, e tenendo conto che S = — (%)pn, si ha
0A i G
(5°)
che da
ApizS = —nR(zalnzs+xglnzg)

Torna utile a questo proposito scrivere una relazione che gode di una grandissima
popolarita in ambito chimico. Nel contesto di variazioni di G che avvengono a T e
p costanti e che dipendono da un vincolo interno del sistema totale, come ad esempio
quelle associate al cambiamento di stato o al mescolamento, e possibile scrivere la
variazione di G totale in funzione di quelle di H ed S. Poiché

G=H-TS

a T = cost la variazione e

AG =AH —TAS
T = cost

Ricordiamo che queste A sono variazioni delle funzioni del sistema rispetto
allo stato vincolato.
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Dato che

ne consegue che

Questo ¢ in accordo con le premesse: abbiamo posto che sia il gas che il liquido si
comportano in modo ideale, cioe senza interazioni. In queste condizioni non c’e
variazione di interazioni da prima a dopo il mescolamento (zero prima, zero dopo);
percio I'entalpia di mescolamento e nulla.

3.3 Proprieta colligative delle soluzioni

Alcune proprieta chimico-fisiche delle soluzioni dipendono unicamente dalla concentra-
zione del soluto in un dato solvente, e non dal tipo di soluto. Queste proprieta sono
dette “colligative” perché sono determinate solo dalla numerosita (latino collectio) delle
molecole.

In una soluzione ideale, come abbiamo appena visto, non vi sono interazioni tra le
molecole; percio la differenza di G tra stato non vincolato e vincolato, AG, dipende
soltanto dal termine —T'AS. In altre parole, non contano gli aspetti energetici del
sistema, ma solo quelli dovuti alla sua maggiore o minore complessita.

Si osserva sperimentalmente che dietro aggiunta di un soluto la temperatura di transi-
zione di un solvente varia. In particolare, si nota che la temperatura di ebollizione cresce
(innalzamento ebullioscopico) mentre quella di fusione si abbassa (abbassamento
crioscopico). Pensiamo, per esempio, all’abitudine di aggiungere un liquido all’acqua
del radiatore delle automobili per evitarne il congelamento; o di sale al ghiaccio per
favorirne lo scioglimento.

Questa variazione e proporzionale alla concentrazione del soluto espressa in moli di
soluto per kg di solvente (la molalita b;):

AT, = Kyb;
|ATy| = Kb,
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Cryoscopic and ebullioscopic constants

Solvent K:/(K kg mol™") K,/(K kg mol™)
Acetic acid 3.90 3.07

Benzene 5.12 2.53

Camphor 40

Carbon disulfide 3.8 2050
Naphthalene 6.94 5.8

Phenol 7.27 3.04
Tetrachloromethane 30 4.95

Water 1.86 0.51

Tabella 3.1: Costanti crioscopiche ed ebullioscopiche di alcune sostanze (da
\de Paula, |2009)

L’innalzamento ebullioscopico e 1’abbassamento crioscopico si possono spiegare facil-
mente in un sistema in cui valgano le seguenti approssimazioni:

e il soluto ha una volatilita trascurabile (la sua pressione di vapore ¢ nulla; quindi
il vapore contiene solo il solvente)

e il soluto non ¢ solubile nel solvente nella fase solida

In sostanza, il soluto ha effetto soltanto sulla fase liquida. Effetto che si puo spiegare
in base all’abbassamento della curva di p del liquido nel diagramma in funzione della
T (figura[2.18). 11 solvente (per convenzione, A) si comporta come una componente di
una soluzione ideale, ed avra nella soluzione il potenziale chimico dato dalla [3.11}

pa(l) = pia (1) + RT Inay
e poiché la frazione molare ¢ < 1
pa (1) < piy ()

cioe il potenziale chimico del solvente A nella soluzione ¢ minore che in A puro.
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Allo stesso tempo, per le approssimazioni fatte sopra, il potenziale chimico delle fasi
contigue, gas e solido, non cambia: ¢ il potenziale del componente puro. Come illustrano
efficacemente le due figure, l'effetto & che il punto di incontro di g4 (1) con pa (s), cioe
la temperatura di fusione, si abbassa (figura e il punto di incontro di 4 (1) con
f1a (g), ciod la temperatura di ebollizione, si alza (figura [3.9)).

Pure
liguid solvent

solid solvent

Solvent
in solution

Chemical potential, uy —»

51 Depression of freezing point

Temperature, T —>

Figura 3.8: Abbassamento crioscopico
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Solvent
in solution

Chemical potential, y —»

» . i P
Elevation of boiling point : ure
& »  vapour

Temperature, T —>»

Figura 3.9: Innalzamento ebullioscopico

3.4 Diagrammi di fase delle miscele

Il diagramma delle fasi in un sistema misto ¢ uno strumento assai utile, e di fatto
usato universalmente, perché fornisce in modo semiquantitativo ed immediato lo stato
della miscela alle varie coordinate termodinamiche. importante capirne bene il
funzionamento.

3.4.1 Regola delle fasi in una miscela

In una miscela, la regola delle fasi mette relazione il numero di variabili indipendenti (o
gradi di liberta) F' con un ulteriore parametro oltre a P: il numero delle “c” omponenti
C. Per specificare lo stato del sistema di C' componenti occorre fornirne le frazioni
molari, che sono in numero di C'—1 (I'ultima ¢ data dalla ) , z; = 1), percio aggiungendo

questo numero alla (2.33)) si ha
F=3-P+C-1

|[F=C—P+2]

1
sistema di C' componenti in P fasi (3.13)
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dalla quale si ricava la (2.33]) ponendo C' =1

Negli esempi che seguono si esamina un sistema a 2 componenti diagrammandone una
variabile termodinamica intensiva, o la T o la p, in funzione della frazione molare. In
questa situazione le variabili indipendenti sono F' =2 — P + 1, cioe

sistema di 2 componenti in P fasi

1 variabile t.d., T" o p

La dimensionalita & quella illustrata nella figura [3.10] ad esempio usando la T

e 1 sola fase: 2 gradi di liberta (x e T')
e coesistenza di 2 fasi: 1 grado di liberta, una curva

e coesistenza di 3 fasi: nessun grado di liberta: un punto

F'=1\ . F'=2
\ /
I~ N\ /
- Phase o
E Fr _ \ // = 1
5
= Phase y \ y
2 L
£ —F'=0
ﬁ _— .
T Phase
rd F = 1
” F'=2

Composition (e.g. mole fraction) —>»

Figura 3.10: diagramma delle fasi di un sistema a 2 componenti, a pressione costante
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3.4.2 Esempi
due liquidi volatili e vapore

Un esempio istruttivo e quello di due sostanze volatili che nella fase liquida formano
una soluzione.

Nel caso della soluzione ideale a temperatura costante, abbiamo gia visto un
diagramma che riporta lo stato del sistema in funzione della composizione della fase
liquida e di quella gassosa, e della pressione. Alla luce della regola delle fasi possiamo
leggerlo cosi: se vi € una sola fase, i gradi di liberta sono F' =3 — 1 = 2 e si possono
variare indipendentemente composizione e pressione. E quello che avviene al disopra
della linea rossa dove si ha solo la fase liquida (detta “curva di liquidus™), o al disotto
della curva celeste (curva di condensazione), dove si ha solo la fase gassosa. Ciascuno di
questi domini trova un limite alle condizioni in cui le due fasi possono convivere, dove
F =3—2 =1, esi ha una curva. Fissata la composizione di una fase vi & una sola
pressione e una sola composizione dell’altra fase dove si puo avere coesistenza; ad altre
pressioni quella fase o esiste da sola o non esiste. Alla composizione del liquido z';, per
una pressione sufficientemente alta si ha solo la fase liquida (punto “/” nella figura);
diminuendo p (retta verticale) si arriva ad una pressione in cui compare anche il vapore
(segmento orizzontale tratteggiato): il liquido bolle e la composizione del vapore ¢ data
da y%. Se una porzione del vapore ¢ separata dal liquido e portata a pressioni inferiori,
la fase liquida scompare (punto “ f”)ﬂ

3Se il vapore non viene separato dal liquido, quest’ultimo con I’evaporazione si impoverisce via via
in B e i due punti scorrono lungo le rispettive curve verso sinistra finché il liquido e tutto evaporato e

yh =
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P A AP

liquid Pé

. vapor

f
0 xp! v/ 1
composition [mole fraction] B

Figura 3.11: Diagramma delle fasi di una soluzione ideale di due componenti a temperatura
costante e pressione variabile

Soluzioni non ideali hanno diagrammi di fase un po’ diversi; in particolare la curva di
liquidus non & piu rettilinea (cfr. figura [3.7)).

Nei sistemi come quello appena esaminato, la temperatura e tenuta costante. Viceversa,
se si tiene costante la pressione si ha un diagramma composizione-temperatura del tipo
di quello della figura [3.12] dove il componente A ha punto di ebollizione pitt basso ed
¢ percio indicato come “[piu] volatile”; la scala delle ascisse rappresenta la frazione
molare in A.

Nella regione a bassa 7' la sostanza presenta una sola fase liquida. In questo caso F' = 2
e si possono variare a piacimento (entro i limiti della regione) sia x4 che T.

Se si riscalda una miscela a concentrazione x4 essa raggiunge ’ebollizione ad un certa
T, che nel caso pitt semplice (quello della figura) ¢ intermedia tra le 7% di A e di B.
In queste condizioni sono presenti 2 fasi ed abbiamo F' = 1 (curva). La temperatura
di ebollizione in funzione della concentrazione e rappresentata dalla curva arancione in
figura |3.12]

Alla stessa temperatura (quella del punto a in figura) vi sara un vapore con composizione
diversa da quella del liquido. Ci si aspetta che ad ogni temperatura di ebollizione il
vapore sia, rispetto alla miscela liquida, piu ricco della soluzione nel componente piu
volatile A (vedi sopra la dimostrazione nel caso delle soluzioni ideali e cfr. |Atkins
and DePaula;, 2010).
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La curva della composizione del vapore, colorata in verde in figura, si trova al disopra
di quella del liquido.

Boiling point of pure B

Composition
of vapour
Tie line

e

N
Boiling point ™~__
of mixture

Temperature, T —>

Boiling point of pure A /

0 Mole fraction, x, —> 1

Figura 3.12: diagramma delle fasi di una miscela di due liquidi

Il diagramma mostra che alla temperatura di ebollizione della miscela liquida di compo-
sizione x4 (indicata dall’ordinata del punto a) la composizione del vapore in equilibrio
¢ quella del punto a’, molto piu ricca in A, come si vede. Il segmento orizzontale che
connette a con a' ¢ detto “corda” (“tie line” in inglese).

Un diagramma come quello appena visto permette di seguire un processo di distil-
lazione, in particolare quello della “distillazione frazionata”, in cui il vapore viene
ricondensato e riportato all’ebollizione in fasi successive. Il processo € rappresentato
schematicamente nella figura . Si parte da una miscela liquida povera in A (punto
ap) e la si porta a ebollizione in as: il liquido ha composizione z 4 (a3) = x4 (a;) mentre
il vapore & piu ricco in A come indica il punto aj, dove x4 (ay) > x4 (as).

I1 vapore viene raccolto e raffreddato scendendo da a}, a ag; il liquido che condensa ha
la stessa composizione del vapore, x4 (a3) = x4 (a}). Se lo si riscalda nuovamente, il
vapore avra la composizione di aj, etc. Alla fine del processo si avra un liquido di A
quasi puro.
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T Composition
Boiling of vapour
b .
s pomF
s | of mixture
©
[<b]
o
£
2
aC
0 Mole fraction, x, —> 1

Figura 3.13: distillazione frazionata

Alcune miscele di liquidi hanno un andamento pit complesso, in cui le interazioni tra le
molecole giocano un ruolo non trascurabile, o nella fase vapore o nella fase liquida (vedi
figura . Da queste miscele non ¢ possibile con distillazione frazionata estrarre un
composto puro: al punto di massimo o di minimo, ay, il vapore ha la stessa composizione
del liquido e non ¢ possibile variare la composizione per distillazione (“azeotropo”).
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~
o
3 - -
© | Composition
L | ofvapour
5
|_

Boiling

point a, a,o

of mixture

0 Mole fraction, x,—> 1
Composition
of vapour
i Boiling
o point
2 of mixture
o
(4]
Q
£
|_
aQ
0 Mole fraction, x, —> 1

Figura 3.14: sistemi con azeotropo
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due fasi liquide immiscibili

Molte coppie di liquidi non sono sempre miscibili a tutte le proporzioni. Ad una
data temperatura, vi ¢ una composizione limite alla quale un’aggiunta di un soluto
provoca la separazione di due fasi, entrambe liquide, una ricca in A e una ricca in
B: nel diagramma delle fasi della figura [3.15] questa situazione e rappresentata, alla
temperatura di 273.15 K, dai due punti @’ e a”’. A T > 293 K la separazione di fase
non avviene.

293l . One phase
290}
W
=

©

=

@

@

g Two phases
= z

ar If IH
273 :
0 Mole fraction, x,, —> 1

Figura 3.15: liquidi immiscibili

regola della leva

La figura [3.15| mostra che i diagrammi di fase forniscono informazioni non solo sulla
composizione delle due fasi liquide che separano, ma anche sulla rispettiva quantita
di queste due fasi. Si puo dimostrare (Atkins and DePaulal 2013| sec. 4F.2), infatti,
che se si miscelano le due componenti A e B in una proporzione data dalla frazione
molare corrispondente alla riga tratteggiata verticale, le due fasi che si separano, d
e a”, avranno quantita totali che stanno tra loro in proporzione inversa rispetto ai
segmenti staccati dalla verticale sulla corda a’a”

moli nella fase a composizione a' [”

moli nella fase a composizione a” [’

regola della leva
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liquido e solido

Un solido formato da due componenti distribuiti in modo omogeneo, ad esempio una
lega metallica, costituisce a tutti gli effetti una “soluzione solida”.

A temperature comprese tra le temperature di fusione delle due componenti pure (77
e T nella figura il solido fonde ed entra in equilibrio con la sua fase liquida
che, analogamente a come accade nell’equilibrio liquido-vapore, ha una composizione
diversa, piu ricca nella componente basso-fondente (B).

Liquid

Liquidus

Temperature, T

Solidus

-.I
w %

Mole fraction of A, x,

Figura 3.16:

Anche in questo diagramma vi sono due curve che ad una data temperatura indicano
la composizione delle due fasi che si separano, dette curve di “liquidus” e di “solidus”.
Nella fusione di una lega possiamo immaginare di partire ad alta temperatura, alla
composizione del punto a;; raffreddando, si arriva alla composizione di ay dove si
incontra la curva di liguidus e comincia a separarsi (cristallizzare) una fase solida
la cui composizione (bg) ¢ data dall’intersezione della curva di solidus con la corda
tracciata da as. In questo caso un’operazione di “rifusione frazionata” e tecnicamente
difficile; il solido che si separa, inizialmente in quantita infinitesima come indica la
regola della leva sulla corda asby, essendo piu ricco in A, gradualmente abbassa il titolo
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di A nella fase liquida, il cui stato scende lungo la curva di liquidus in direzione di
az. Contemporaneamente i nuovi nuclei di fase solida avranno la composizione via via
determinata dalla corda ab corrispondente, e come si vede dalla figura anche la loro
composizione scendera lungo la curva di solidus. La quantita delle due fasi ¢ indicata
dalla regola della leva: quando la fase solida raggiunge la composizione di b3, che e
quella originaria del liquido in ay, la quantita della fase liquida diventa infinitesima ed
il processo si arresta.

3.5 Principali formule sulle miscele

e [l potenziale chimico di un componente di una miscela e la sua G molare parziale

Gam = 1A

e All’equilibrio, il potenziale chimico di un componente e uguale in tutte le fasi
1 (9) = p; (1) (3.14)

e Miscele di gas

- La pressione parziale di un componente in una miscela gassosa e uguale alla
sua frazione molare per la pressione totale

(3.15)

- In una miscela di gas ideali, il potenziale chimico di un componente ¢ dato

da :
fia = ,ug—I—RTlnp—‘g @i
gas ideale
- Energia libera di mescolamento di due gas ideali:
ApieG =nRT (xalnzs + zplnzpg) (3.17)

gas ideali
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Capitolo 4

Sistemi chimici

4.1 Termochimica

[Atkins and de Paula, [2009] chap 3]

4.1.1 Differenze di entalpia standard

Nei capitoli precedenti, abbiamo definito delle differenze di funzioni termodina-
miche tra lo stato di equilibrio di un sistema composito e lo stato dello stesso sistema
soggetto ad un wvincolo interno (cioe, dove abbiamo fissato un valore per una grandezza
che non influenza lo stato del sistema composito, definito ad esempio da T, p, n). Vincoli
che abbiamo considerato sono, per esempio, la ripartizione del sistema tra due fasi o e
B diverse, o la separazione di una miscela omogenea di A+B in due porzioni di spazio,
una occupata solo da A e una solo da B.

La differenza AG, in accordo con il secondo postulato (equivalente al secondo principio),
permette di stabilire la direzione del cambiamento dallo stato vincolato a quello di
equilibrio (quella per cui AG < 0), e di caratterizzare lo stato di equilibrio (AG = 0).

Negli stessi casi, ed anche in casi simili, e utile studiare le differenze tra altre funzioni
termodinamiche come S o H, che in sé non sono direttamente legate all’equilibrio in
condizioni di p, T, n = cost.

La differenza di energia interna AU in un sistema rispecchia il cambiamento della
dinamica e della struttura microscopiche (stato fisico, struttura cristallina, modifica di
legami chimici); la si puod misurare come calore assorbito a V' = cost

dU = TdS — pdV
:dQTEU +dWT€U
(@), = @Q™")y,

181
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Analogamente, la differenza di entalpia -una grandezza che si puo misurare come
calore scambiato reversibilmente a p = cost (cfr. [1.30)- elimina dal computo della
variazione di energia il lavoro trasferito al sistema per via compressiva-espansiva:

(AH), = Q, = AU — W, = AU + pAV

Se il sistema si espande a p = cost, AH > AU, se si contrae, AH < AU.

Energy
as work

Energy AU< q

as heat l

- 3

Fig. 212 When a system is subjected to
constant pressure and is free to change
its volume, some of the energy supplied
as heat may escape back into the
surroundings as work. In such a case, the
change in internal energy is smaller than

the energy supplied as heat.
Modera

La differenza
AH — AU = pAV

e piccola (perché AV & piccolo) nelle fasi condensate, ma non & trascurabile in una
trasformazione con creazione di gas; nel caso di gas ideali
AH — AU =~ pV(g)

= AngRT (4.1)

gas ideali
per una trasformazione in cui la differenza tra moli di gas create e consumate nel
processo ¢ Ang (cfr. |Atkins and de Paula, 2009, table 3.2, caption).
Nella tabella [£.1] sono illustrati alcuni tipi di differenze di entalpia:
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Transition Process Symbol*
Transition Phase o — phase A H
Fusion s—>1 Ap H
Vaporization l—>g By
Sublimation s—g A H
Mixing Pure — mixture A H
Solution Solute — solution A H
Hydration X*(g) = X*(aq) Ahde
Atomization Species(s, |, g) — atoms(g) A H
lonization X(g) > X (g) +e (g) A H
Electron gain X(g)+e(g) > X (g AEgH
Reaction Reactants — products AH
Combustion Compound(s, 1, g) + O,(g) = CO,(g), H,0(l, g) AH
Formation Elements — compound AH
Activation Reactants — activated complex A'H

* JUPAC recommendations. In common usage, the transition subscript is often attached to AH, asin AH, ..

Tabella 4.1: Alcuni tipi di differenze di entalpia e loro simbolo
In genere la differenza di H si calcola tra i due sistemi in condizioni standard:

lo stato standard per ’entalpia di una sostanza ad una data temperatura e la sua
forma pura a quella temperatura e a p = 1 bar

Si noti che non esiste una temperatura di riferimento per lo standard dell’entalpia;
in assenza di specificazioni diverse, si assume T = 298.15 K. Il valore di H ad una
qualunque temperatura 7' si puo calcolare da quello a Tj, conoscendo ’andamento di

Cp nell’intervallo Ty — T
T

H(T)=H (Ty) + / C,dT (4.2)

To

(oltre ai AHy.s di eventuali cambiamenti di stato nell'intervallo, cfr la sezione [2.5.7)).
Lo stesso per le differenze di H: per una differenza tra sistema « e sistema (3

AHap (T) = Hp (T) — Ha (T)

T T
= Hs (To) + / CppdT — <Ha (To) + / Cp,adT>
T() TO

T

= AH,5 (Ty) + / AC, o5dT

To
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(con AC), o5 = Cpp — Cpa) ovvero, assumendo i C), costanti nellintervallo di tempera-
tura:

AHag (T) ~ AHag (To) + AC}LM (T — T(]) (43)

Essendo definita come differenza tra due stati, la AH & additivaﬂ

AH@7 = AHaﬂ + AHﬁfy

Nella pratica, quindi, si suddivide il processo di interesse in tutti i segmenti necessari
di cui siano note le differenze di entalpia. Ad esempio, 1’ entalpia reticolare”, definita
come la differenza di entalpia tra un cristallo e il gas formato dagli individui chimici
che occupano i siti reticolari del cristallo, si puo ottenere dal ciclo illustrato nella figura
per il cloruro di potassio:

A typical Born—Haber cycle, for potassium chloride, is shown in Fig. 2.19. It consists of
the following steps (for convenience, starting at the elements):

AH®/(J mol™) K'(g) + e"(g) + Cl(g)

1. Sublimation of K(s) +89  [dissociation enthalpy of K(s)] -349

2. Dissociation ()f;— Cly(g) +122 [:j x dissociation enthalpy of C1,(g)] 418 Kig)+CHg) |
3. ITonization of K(g) +418 [ionization enthalpy of K(g)]

4. Electron attachment to Cl(g)  —349 [electron gain enthalpy of Cl(g)] K(g) +Cl{g)

5. Formation of solid from gas —AH,; /(K] mol™) "‘1;(2 ] L)
L1

6. Decomposition of compound +437 [negative of enthalpy of formation of KCI(s) ] LR CAH

+89 L
Because the sum of these enthalpy changes is equal to zero, we can infer from —_—

K(s) + 3Cl,(g)
89+ 122+ 418 — 349 — AH, /(kJ mol™") + 437 =0
+437

that AH, =+717 k] mol™. e

KCl(s)

Figura 4.1: schema del calcolo dell’entalpia reticolare (AHp,) del KC1

4.1.2 Processi endotermici ed esotermici

E comune distinguere i processi in

endotermici: quando al processo e associato un trasferimento positivo di energia
sotto forma di calore:

esotermici: quando al processo ¢ associato un trasferimento negativo di energia sotto

forma di calore:

Dal punto di vista del laboratorio

la patto che tutti gli stati o, ,7,... siano riferiti alle stesse condizioni termodinamiche,
altrimenti i termini comuni non si cancellano
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e un processo endotermico assorbe calore

e un processo esotermico libera calore

A pressione costante

processo endotermico -AH > 0

processo esotermico -AH < 0

N.B. La spontaneita di una reazione non dipende dal suo essere endotermica o eso-
termica. Molte reazioni spontanee sono endotermiche: ad esempio la dissoluzione
endotermica di (NHy) NOj in acqua che avviene nei pacchetti refrigeranti per il pronto
SOCCOTSO.

La descrizione termodinamica completa delle reazioni chimiche, compresa anche la loro
spontaneita, ¢ alla sezione

4.1.3 Entalpia di legame

Una grandezza di sicuro interesse sperimentale e ’energia dei legami chimici; ad esem-
pio, in una molecola biatomica A, si definisce 'entalpia di legame (o di dissociazione)
come la differenza tra H dei due atomi separati e quella della molecola

A]—Ibond = HAQ - HQA

dove H 4, e Hs4 sono riferite alle stesse condizioni termodinamiche .. In questo esempio,
¢ probabile che 'entalpia di 2A, stato di due atomi dissociati, sia misurata a 7" ben piu
alte di 273.15 K, ma la si puo ricavare a questa temperatura dalla conoscendone
il valore alla 1" piu alta e la C),.

La tabella seguente (4.2) riporta il valore di alcune entalpie di legame. Sono tutti valori
positivi, cioe in tutti i casi le specie dissociate hanno energia superiore a quelle legate
(le molecole riportate sono stabili).

Le entalpie di legame sono una misura dell’energia impiegata in quel legame, ma non
necessariamente misurano la sua stabilita. Le molecole Fy e I5, ad esempio, hanno
circa la stessa entalpia di legame, ma la prima ¢ molto piu reattiva. La misura della
reattivita ¢ data dall’energia libera G delle reazioni corrispondenti (vedi avanti).
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Selected bond enthalpies, AH(A-B)/(kJ mol~")

Diatomic molecules

H—H 436 0=0 497 =7 155 H—F 565
N=N 945 CI—ClI 242 H—CI 431
O—H 428 Br—Br 193 H—Br 366
C=0 1074 =l 151 H—I 299
Polyatomic molecules
H—CHj, 435 H—NH, 460 H—OH 499
H—CgHs 469 OsN—NO, 54 HO—OH 213
H3;C—CHs 368 0=CO 531 HO—CH; 377
H,C=CH, 720 Cl—CHs 352
HC=CH 962 Br—CH, 293
I—CH3 237

Tabella 4.2: alcune entalpie di legame

E importante tenere presente che I'entalpia di un legame dipende dalla specie chimica
in cui il legame si trova. I due legami 0 —H in H,0 hanno energia uguale (per ovvie
ragioni di simmetria); ma misurando la Ay.,qH totale si ottengono le due differenze
successive

H—-OH—H-+OH
0-H—H+0

a cui corrispondono le differenze di entalpia 499 + 428 = 927 kJmol ™!, un risultato che
e differente dal doppio dell'una o dell’altra. In assenza di dati specifici alla molecola
in questione, si puo stimare il valore di Ay,,qH totale usando entalpie di legame
medie, tabulate.

4.1.4 Entalpia standard di reazione

Un’altra classe di processi di cui ¢ interessante conoscere gli aspetti energetici sono le
reazioni chimiche.
In una reazione

I/erl—i‘I/Qng—i‘...<:>V1PP1+V1PP1+...
reagenti < prodotti

(dove R e P indicano i composti reagenti e prodotti, e v sono i relativi coefficienti
stechiometrici nell’equazione chimica) la A,.,. H ¢ definita come la differenza di entalpia
tra prodotti e reagenti, ed il suo valore molare ¢

Areaz,mH = Z VHm (PrOd) - Z VHm (reag)
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cioe, la somma delle entalpie molari dei prodotti, ciascuno moltiplicato per il proprio
coefficiente stechiometrico, meno 1’analoga somma per i reagenti.

L’entalpia standard di reazione si riferisce a tutti i composti nel loro stato standard alla
T di reazione:

AHY = Z vH? (prod) — Z vH? (reag) (4.4)

Quando si calcolano differenze di entalpia relative a una reazione, le entalpie di reagenti
e prodotti si intendono sempre moltiplicate per il coefficiente stechiometrico con il segno
opportuno.

Ad esempio per calcolare A, H? (T) da una A, H? (T}) nota, si usa una versione del-
I'equazione 4.3| che include i coefficienti stechiometrici nel calcolo della differenza di
capacita termica:

AH? (T) =~ A H? (Ty) + AC, x (T — Ty)
AC, = > vC,,, (prod) — > vC,,, (reag)

(4.5)

Quest’ultima formula ¢ nota come legge di Kirchhoff ed il suo significato e illustrato
dalla figurgd.2 Se c¢’¢ una differenza significativa tra le capacita termiche dei prodotti
e dei reagenti, 'entalpia di reazione puo cambiare con la temperatura, fino anche a
cambiare di segno.
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Reactants

Products

Enthalpy —»

Y.
A HS(T)

AHm

Temperature, T

Figura 4.2: Legge di Kirchhoff

4.1.5 Entalpia standard di formazione

Nell’equazione che definisce 'entalpia standard di reazione (equazione appaiono le
entalpie standard H” dei composti chimici che prendono parte alla reazione stessa.
Sappiamo che non esiste un valore assoluto di entalpia, percio tutte le H? devono essere
definite come differenza, e per essere comparabili la differenza deve essere definita a
partire da un riferimento comune a tutti i composti.

L’entalpia standard di formazione A?H di un composto chimico e definita come
la (differenza di) entalpia di reazione per la formazione del composto a partire dagli
elementi nel loro stato di riferimento:

Lo stato di riferimento di un elemento chimico ad una certa temperatura e lo stato
piu stabile a quella temperatura e a p =1 bar

Definendo I’entalpia standard di un composto ad una certa T come ’entalpia di for-
mazione del composto, da inserire nella formula dell’entalpia di reazione, ¢ come se
formalmente scomponessimo i reagenti nei loro elementi a quella T, e poi formassimo
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i prodotti a partire dagli elementi. La chimica ci garantisce che reagenti e prodotti
coinvolgono le stesse moli degli stessi elementi. Usando le A?H come stati standard delle
sostanze che entrano in reazione, & possibile ricavare I’entalpia standard di reazione. Se
interessa la A, H? ad un’altra temperatura, si applica la

AsH (prod) = AfH (reag) + A, H°
AH® = AjH (prod) — Ay H (reag)

Elements
"&J“' —
£ 5
©
- 3 2
al| £ =
© ) o
< I.._ Iq_
c < <
A —— s Reactants
ArH*’
Products

Figura 4.3: Calcolo entalpia di reazione
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4.1.6 Termochimica: riassunto

e Lo stato standard per I'entalpia di una sostanza ad una data temperatura € la
sua forma pura a quella temperatura e a p = 1 bar

e Entalpia standard di reazione a diverse temperature (legge di Kirchhoff):

AH?(T) = A H? (Ty) + AC, x (T — Ty)
AC, = > vC,,, (prod) — > vC,,, (reag)

e Entalpia standard di reazione in funzione delle entalpie di formazione:

AH® = A;H (prod) — Ay H (reag)

e [’entalpia standard di formazione A?H di un composto chimico: entalpia
standard di reazione per la formazione del composto a partire dagli elementi nel
loro stato di riferimento:

- Lo stato di riferimento di un elemento chimico ad una certa temperatura
e lo stato piu stabile a quella temperatura e a p =1 bar

4.2 Equilibrio chimico

[Atkins and de Paula, [2009] chap 7]

La termodinamica delle reazioni chimiche ha come obiettivi principali quelli di stabilire:

e la direzione spontanea di una reazione
e le rispettive quantita di reagenti e prodotti all’equilibrio

e l'influenza delle condizioni ambientali come p e T su spontaneita e equilibrio

4.2.1 Definizione del sistema

La situazione di riferimento, che corrisponde alla pratica normale di laboratorio, e
quella di un sistema chiuso a p,T" = cost. Il potenziale termodinamico appropriato e

G=G(T,p,n).



4.2. EQUILIBRIO CHIMICO 191

Nello stato termodinamico (di equilibrio) abbiamo

dp =0
dT =0
flusso di materia =0

Si notera che per esprimere la condizione che il sistema € chiuso (rispetto al trasferimento
di massa) non abbiamo indicato dn = 0. E evidente, infatti, che anche se non c’e
passaggio di materia tra sistema e ambiente, all'interno del sistema le moli dei singoli
componenti, n;, variano. Non e neanche vero che il numero totale di moli & costante,
perché in generale n, moli di reagenti si trasformano in n, # n, moli di prodotti.

Esempio: reazione di dissociazione dello iodio molecolare

Consideriamo la reazione di dissociazione dello iodio ad alta temperatura:
I, =21

Durante lo svolgersi della reazione, la quantita totale di materia del sistema rimane la
stessa, ma la distribuzione di questa all’interno del sistema varia e non e direttamente
controllata dall’ambiente; in particolare, variano i numeri di moli ny, (di I) e n; (di
D).

Dunque n;, e n; rappresentano variabili interne; anzi, una variabile interna del
sistema, perché sono legati tra loro dalla condizione di chiusura: se x moli di I,
reagiscono, si creano 2x moli di I, e viceversa, ovvero

An] = — 2A7”L]2

e

In sostanza: le molecole della specie chimica “i” formano un sottosistema caratteriz-
zato dalle variabili (T, p,n;), come avviene per una sostanza pura ripartita in due fasi
(v. sez. [2.5.1)); le quantita {n;} sono dipendenti le une dalle altre a meno di un unico
grado di liberta, il “grado di avanzamento” della reaziond?} che costituisce un vincolo
interno al sistema totale.

Nelle condizioni date, al sottosistema ¢ corrisponde una G; = G; (T, p, n;) che, a parita
di T e p, dipende da n;, con

C¥sistema - Z Gz - Z T

Si noti che -a differenza della sostanza pura distribuita in piu fasi, ma analogamente
alle miscele- in questo caso il potenziale chimico del componente ¢

= (8Gi>
’ 3nz Tpmjsi

2 “extent of reaction”, in inglese
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¢ una grandezza molare parziale, e come tale dipende dalle {n;}

E rispetto alla variabile interna citata sopra che il G totale € minimo all’equilibrio.

4.2.2 Spontaneita e equilibrio

Per analizzare la direzione spontanea e le condizioni di equilibrio di una reazione, date le
condizioni (T, p,n) , & necessario esprimere la variazione di G del sistema totale rispetto
alla variabile interna.

Consideriamo una generica reazione

Ver1+V2rR2+---:)V1pP1+V1pP1+---

reagenti = prodotti

dove R e P indicano i composti reagenti e prodotti, e v sono i relativi coefficienti
stechiometrici nell’equazione chimica.

Se una quantita molare minima unitaria d¢ passa dai reagenti ai prodotti, le variazioni
molari dn; di ciascuna specie ¢ secondo la stechiometria sono

dn, = v,d§ per i prodotti
dn, = —v,d§ per i reagenti

e la variazione totale di moli ¢

> ondé— Y wdé

prodotti reagenti

La variazione di G totale sara

0G =Y dG;

(notare che mentre la variazione di G non ¢ un differenziale esatto, perché G non dipende
esplicitamente dalla variabile interna ¢ | le singole variazioni dG; lo sono)

= Z Hp (Vpdf) - Z o (Vrdg)

prodotti reagents
= ( § HpVp — E ,U«err) d§
prodotti reagents

= A,G - d¢
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con NG = 30 roini BoVp = D veagenti PV OVVero la somma algebrica dei potenziali
chimici dei componenti, ciascuno prefissato dal proprio coefficiente stechiometrico v;
con il segno negativo se reagente, positivo se prodotto.

Riassumendo, abbiamo

10G = A,G - dE|
AG= 3" = Y iy
prodotti reagentsi

La reazione procede nel senso indicato, reagenti — prodotti, cioe d¢ > 0 , se e solo se
A,G < 0 in modo tale che 6G < 0 (va verso il minimo); altrimenti procede in senso
opposto.

d¢ >0 se A, G <0

(4.6)
d¢ <0 se AG >0

5G<O:>{

All’equilibrio si deve avere
0G =0

ovvero, poiché d¢ puo avere qualunque valore,

AG=0

Z HpVp = Z HrVr

prodotti reagenti
(4.7)

ALI’EQUILIBRIO

Il grafico della figura mostra schematicamente un possibile cambiamento di G' in
funzione del procedere della reazione. A, G = ‘;—C; rappresenta la pendenza della curva;
la reazione procede verso destra alle composizioni a cui A,.G < 0 e verso sinistra alle

composizioni a cui A,G > 0, e si ferma in condizioni di equilibrio quando AG = 0.
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Q

>

>

(h)

&

w | AG A G =AG/An
0
Q
o

D ——
An
Pure Composition Pure
reactants —> products

Q

>

2

[}

< Spontaneous

(/2]

Q

2

(G} AG>0

Spontaneous
AG=0 O
Equilibrium:
Pure Composition Pure
reactants —> products

Figura 4.4: Andamento di G in funzione della composizione (An — d§ del testo)

4.2.3 Dipendenza di A,G dalla composizione. Costante di
equilibrio

Valutiamo piu in dettaglio le condizioni di spontaneita ed equilibrio (4.6[) e consi-
derando la variazione dei p; in funzione della composizione della miscela. Se la reazione
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avviene in soluzione, per ciascuna componente si ha, nel caso generale (vedi equazione
3.12)
i = ,u? + RT'Ina;

Qui il simbolo “@” si riferisce ad una sostanza pura nello stato standard, e I'attivita a;
per sistemi ideali e definita come segue

’ sistema ‘ ‘ note ‘
soluto in soluzione ideale | a; = g—% &= 1dTm§l
gas ideale a; = ]% P’ =1 bar
liquido puro a; =1
solido puro a; =1
Dunque
AG = Z HpVp — Z 78
prodotti reagenti
= > v (W +RTa,) — > v (u+ RT'na,)
prodotti reagents
= Zypug — Zyr,ug + RT (Zyplnap — Zl/rlnar>
= A,G"+ RT (Y nay - Y mal)
0

AG=AG"+ RTInQ (4.8)

AGY = Z yp,ug — Z Vr,ug
Vp

Nell’ultima formula A,G? ¢ la energia libera di Gibbs standard di reazione e Q ¢

il quoziente di reazione; quest’ultimo per esempio per la reazione a A+bB = cC'+dD
e

o tab

a%aj

Quando le attivita sono quelle di equilibrio, il quoziente di reazione prende il nome di

costante di equilibrio
agaf,
Keq = a b (49)
AAAB / cquilibrio
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e si ha
AG=0
e dalla[4.8
AGY =-RThK,
()
K., _ N TTHT (4.10)
ALL’EQUILIBRIO

Quest’ultima e 'equazione termodinamica piu importante dell’equilibrio chi-
mico. Di fatto dice che all’equilibrio il rapporto tra le attivita dei prodotti sui reagenti,
ognuno elevato al proprio coefficiente stechiometrico, & costante ed uguale all’opposto
della G standard di reazione, —A’G.

Notiamo che all’equilibrio le attivita dei prodotti prevalgono, o la reazione ¢ spostata
verso i prodotti, se la G standard di reazione € negativa; ¢ spostata verso i
reagenti se la GG standard di reazione e positiva:

K <1 se A,G” >0 (endoergonica)

{K > 1 se A,G? <0 (esoergonica)

La costante di equilibrio K., ¢ adimensionale perché ¢ il prodotto di quantita adimen-
sionali, le attivita, definite come rapporti tra pressioni (in fase gas) e tra concentrazioni
(in soluzione). Anche per reazioni nella fase gas a volte la si esprime in funzione delle
concentrazioni, usando il rapporto % al posto di £5. Considerando che per tutte le
. . . . c P

concentrazioni (in un gas ideale)

i=7=%

N = — = ——

V. RT

si ricava facilmentelf] che la K in funzione delle concentrazioni, K., ¢ data da

p@ Av
Ko=(==) K.
( & RT> I

Av = Z Up — Z 78

prodotti reagenti

con

4.2.4 Dipendenza dell’equilibrio dalla temperatura

La composizione di una miscela di prodotti e reagenti all’equilibrio dipende dalla
temperatura in due modi:

3v. ad es. Atkins and DePaula [2010], “The description of equilibrium”, p. 219
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1. A,GY varia con la temperatura;

2. K., dipende esplicitamente dalla 7"

()
RT
Keg=ce

Consideriamo il primo modo. Se si scompone A, G? nei contributi entalpico ed entropico

(vedi [2.3.10))

A.G"=A,H"TA,S° (4.11)

si vede che non necessariamente una reazione esotermica (A,H? < 0) & anche esoer-
gonica (spontanea); I'esatto bilancio dipende anche dal segno e dal valore del termine

—TA,S°.

In generale, sia A, H? che A,S? dipendono dalla temperatura. Ad esempio, abbiamo
visto pit sopra che A, H? puo variare con la temperatura se la differenza di capacita
termica tra reagenti e prodotti ¢ significativa; analogamente si puo dire di A,.S°.

Tuttavia, se si ammette che in un certo intervallo di temperatura entrambe le differenze
siano circa costanti, la A, G? dipende linearmente dalla temperatura tramite il termine
—TA,S?, ed il suo segno dipende dal segno reciproco di A, H? e A,S? e in certi casi
dalla temperatura, come riassunto nella tabella

AEAS] A
<0 >0
<0 <0 0
AH
{>0 SeT>m
>0 >0 0
AH
{>0 SGT<W
>0 <0 >0

Tabella 4.3: segno di AGY = AHY —TA,SY in funzione del segno di AHY e di AS?,

e del valore della temperatura. In 1 cast in cui

Ad esempio, si vede che una reazione endotermica pud essere spontanea se

AS>0eT > 2 ) grafico di questa condizione e riportato nella figura seguente

N
[E3).
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TA S°

A H°

K< 1 K> 1

Standard reaction Gibbs energy, A G*—>

Temperature, T —>»

Figura 4.5: Una reazione endotermica (A,H® > 0) con A.S? > 0 puo avere K > 1 a
temperature abbastanza alte (tali che TA, S > A, H? )

Inoltre, le abbondanze relative di reagenti e prodotti variano con la 7" in quanto la co-
stante di equilibrio, come accennato sopra, dipende esplicitamente dalla temperatura

tramite la
(o)
Keq —e RT

Questa dipendenza si verifica anche se A,G? ¢ costante. Per avere un’idea di come il
valore della G di reazione influenzi I’'andamento di K, si puo fare riferimento ad un
grafico della funzione f (z) = e~* per diversi valori del parametro ¢ (in figura [4.6)
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Figura 4.6: andamento della funzione f (x) = e i per diversi valori del parametro c

Si vede che la costante di equilibrio tende comunque a 1 per valori alti di temperatura,
sia che c sia positivo sia che ¢ sia negativo

. _c
lime = =1
Tr—r00

e che la velocita con cui si raggiunge questo limite & maggiore per |c| minori.
Se si scrive la (4.10) scomponendo la A,.G? (v. (4.11))

AGY
—InK,.,(T) = T
A H B A,.S?
-~ RT R

ed ammettendo che sia A, H? che A,.S? siano costanti, si ricava facilmente la differenza
con il valore della costante di equilibrio ad una diversa temperatura 7"

CAHY /11

In Ky (T') — In Ky (T)

R

(

A A

)

formula che & comunemente nota con il nome di equazione di van ’t Hoff.
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4.2.5 Dipendenza dell’equilibrio dalla pressione

La pressione dell’ambiente puo avere un effetto sull’equilibrio quando tra reagenti e
prodotti sono presenti dei gasﬂ Anche se moderati cambiamenti di p non influenzano il
valore della costante di equilibrio in sé, I'effetto puo manifestarsi sulle frazion: molari
di equilibrio di reagenti e prodotti, e quindi sulla resa della reazione.

Consideriamo ad esempio la reazione di formazione dell’ammoniacal’
N2 (g) + 3H, (9) = 2NH; (g)

la cui costante di equilibrio e

o (PNHB/JU(Z))2
T (/1) (/17
_ p?VH3 ( @)2
PN.DY,

5 2
ot ()
Tn, Y, \ P

dove abbiamo espresso le pressioni parziali dei gas come

Di = T;p

Se definiamo K, come il rapporto pesato delle frazioni molari di reagenti e prodotti
I'ultima equazione puo essere scritta

-2
p
K,=K, (L
! (pw)

—2
p
Ka: — Keq/ <ﬁ)

E evidente che K, misura la resa della reazione in termini di moli di prodotto rispetto
al reagente. Vediamo quindi che in questo caso essa risulta dalla K., che abbiamo
assunto costante, moltiplicata per la pressione totale al quadrato; dunque aumenta con
la pressione totale.

Questa situazione si presenta in tutte le reazioni in cui il numero di molecole di prodotti
gassosi € minore di quello delle molecole di reagenti gassosi; l'inverso avviene se la
reazione produce pit molecole di gas di quante ne consuma. Si puo dire che un
aumento di pressione sposta l’equilibrio verso il lato della reazione dove
ci sono meno molecole di gas.

4Cfr. la differenza tra AH e AU standard, equazione 1) e discussione relativa
Svedi |Atkins and DePaula, 2010, sez. 6.3
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Generalizzando al caso di una reazione in cui Ay, ¢ la differenza tra i coefficienti
stechiometrici di prodotti e reagenti presenti allo stato gassoso abbiamo:

D Avyg
K=K, (%
! (p“’>

o Il
[Tz

4.2.6 Energia libera di Gibbs standard di formazione

L’energia libera G di reazione A, G si pud calcolare a partire da valori noti o calcolati
di A, H? e A, S? usando la . E possibile anche ottenere questi valori a temperatura
diversa da quella tabulata, sfruttando le relazioni (4.5)) e (2.39).

Tuttavia, analogamente a come si ¢ fatto per A, H? (sezione |4.1.5)), puo rivelarsi pratico
costruire A,G? a partire da energie libere G di formazione tabulate; ricordiamo che

L’energia libera di Gibbs standard di formazione A wa di un composto chimico alla
temperatura T e la differenza tra la G' del composto a p = 1 bar e la G degli elementi
al loro stato piu stabile a p = 1 bar e alla stessa T'.

Combinando le A fG@ dei composti coinvolti in una reazione si pud ottenere il A, G? a
quella temperatura.

In ogni caso la A wa di un composto ha un significato in sé perché indica la stabilita di
quel composto rispetto agli elementi nello stato di riferimento. Un composto esoergonico
¢ stabile mentre uno endoergonico ¢ instabile rispetto alla decomposizione negli elementi
costituenti.

Le tabelle di riferimento, in genere, riportano il valore di A fG@ e ArH O a T =298.15
per una serie di composti. Il valore dell’entropia non e riportato come entropia di
formazione, perché a differenza di quanto accade per G e H esiste un valore assoluto
per S, e quindi il A,S? si pud calcolare a partire da quello, 5’21. Nella figura e riportato
un estratto di tabelle del genere (da |Atkins and DePaula) 2013)
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Table A3.2 Thermodynamic data for elements and inorganic compounds at 298.15 K

Milg mol™) AH k) mol™) AGT/(kd mol™) S5./1J K mol™)t
Aluminium (aluminum)
Alis) 26.98 0 0 28.33
Alll) 26.98 +10.56 +7.20 39.55
Allg) 26.98 +330.0 +289.4 164.54
AlP(g) 26.98 +5483.17
AI“'lan 26.98 =531 -485 -321.7
AlLO.(s, o) 101.96 -1675.7 -1582.3 50.92
AICI4(s) 133.24 -704.2 -628.8 110.67

Figura 4.7

In conclusione, avendo a disposizione tabelle di questo tipo per reagenti e prodotti di
una reazione & possibile calcolarne il A,G?, e quindi valutarne la spontaneita, in due
modi:

e Sommando i G di formazione, se disponibili, prefissati dal coefficiente stechiome-

trico:
0 _ § : 0 § : 0
ATG — V(p)AfG(p) - V(T)AfG(r)

prodotti reagents
e Oppure, se soloi AyH e gli Sgn sono disponibili, usando la
AGY = AH —TA, S

dove 'entalpia di reazione si ricava da quelle di formazione e I’entropia di reazione
dalle entropie assolute:

0 0 0
AHY =} vpApHGy = > veArHG

prodotti reagents
0 _ 0 0
AS = 3 voSnm — 2 VS
prodotti reagenti

esempio di calcolo di A,G? da dati termodinamici tabulati

Ecco un esempio di applicazione della procedura appena descritta per il calcolo di AG
di reaziond’

6[da LibreTexts, 2023
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Consider the decompasition of yellow mercury(ll) oxide.

1
HgO(s, yellow) — He() + 7 0,()

Calculate the standard free energy change at room temperature, AGs, using (a) standard free energies of formation and (b) standard enthalpies of formation
and standard entropies. Do the results indicate the reaction to be spontaneous or nonspontaneous under standard conditions? The required data are available in
Table T1.

Solution

The required data are available in Table T1 and are shown here.

Compound AG: (kI/mol) AH; (kJ/mol) 8395 (J/K-mol)
HgO (s, yellow) -58.43 -90.46 71.13
Ha() 0 o 75.9

02(g) 0 0 205.2
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(a) Using free energies of formation:

AGygs = z VG854 (products) — Z VAG34 (reactants)
1
= [IAGE%Hg(D + ZAG'MOZ(g)] — 1AG3, HgO(s, yellow)
1
= [] mol(0 kl/mol) + Emol(O kJ/mol)] — 1 mol(—58.43 kJ/mol) = 58.43 kJ/mol

(b) Using enthalpies and entropies of formation:

AH3p = Z VAH;y. (products) — Z vAH;,. (reactants)
= [IAHE“NHE([) + %AHggaoz(g)] — 1AH;, HgO(s. yellow)
= [1 mol(0 kJ/mol) + %mol(O kJ/mol)] — 1 mol(—90.46 kl/mol) = 90.46 kl/mol
AS3pe = Z VAS;4 (products) — Z VAS3, (reactants)
= [IAS}‘]SHg(l) + %AS;L)BOE(g]] — 1AS3,HgO(s, yellow)
= [l mol(75.9 J/mol K) + %mol(ZOS.l J/mol K)] — 1 mol(71.13 J/mol K) = 107.4 J/mol K

Now use these values in Equation 7.4.3 to get AG”:

1kl

o _ o _ 0 _ _ o
AG® = AH° — TAS° = 90.46 k] — 298.15 K x 107.4 J/K - mol x 10007

AG® = (90.46 — 32.01) kJ/mol = 58.45 kJ/mol

Both ways to calculate the standard free energy change at 25 °C give the same numerical value (to three significant figures), and both predict that the process is
nonspontaneous (not spontaneous) at room temperature (since AG° > 0.




4.2. EQUILIBRIO CHIMICO 205



206 CAPITOLO 4. SISTEMI CHIMICI

4.2.7 Equilibrio chimico: riassunto

AG = j{: HpVp — j{: MUy

prodotti reagenti

Se A,.G < 0 la reazione procede dai reagenti ai prodotti, al contrario se A,G > 0

All’equilibrio A,.G =0

AG = A,G+ RTInQ con Q = %% per la reazione aA + bB 2 ¢C + dD

a b
AAC%B

o Attivita a;:
’ sistema ‘ ‘ note ‘
soluto in soluzione ideale | a; = % A= 1dTm§l
gas ideale a; = % P’ =1 bar
liquido puro a; =1
solido puro a; =1
e All'equilibrio A,G? = —RT'In K,
e Dipendenza dalla temperatura:
_AGY
1. Keg = e( e )
2. AG? = A HY - TA,S?
| AHY [ AS A,GP
<0 >0
<0 <0
{> 0 seT > i:—g;’
>0 >0
A H?
{> 0 seT < L
>0 <0 >0

e Costante di equilibrio a diverse temperature (equazione di van ’t Hoff):
InK.,(T") —In K., (T) = A*Tf{@ (2 — &) se AHY A, S ~ cost
e Energia libera di Gibbs di reazione si puo ottenere da energia libera di Gibbs di
formazione:
0 _ U 0
MG = D vipAsGly = D veAGh

prodotti reagents

e Energia libera di Gibbs standard di formazione A fG@ di un composto
chimico alla temperatura 7' ¢ la differenza tra la G del composto a p = 1 bar e la
G degli elementi al loro stato piu stabile a p =1 bar e alla stessa T'
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